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Предиенлов1е. 


Отремлее получить возможно большую эконом1ю въ в$с% при условия 
обезпеченя надлежащей прочности, въ связи съ улучшешемъ качества 
строительныхь матераловъ, и съ непрерывнымъ возрастаншемъ разм#ровъ 
современныхь сооружен и машикъ, создають условя, при которыхь 
теоретичесвй расчеть прочности сооруженя пр1обуЪтаеть большое пра- 
ктическое значене. Это обстоятельство въ значительной степени спо- 
собствовало пробужденю интереса къ теорш упругостисреди инженеровъ, 
занимающихся изслёдовашемь различнаго рода вопросовъ прочности въ 
области машиностроен!я, кораблестроевя и статики сооружен. 

Теор!я упругости, до недавняго времени служившая предметомъ пре- 
подавая лишь въ университетахь, гдф ею интересовались лица, зани- 
мающуяся математикой и теоретической физикой, постепенно пргобртаеть 
техническое значеше. Вю пользуются теперь не только для критической 
оцфнки элемектарныхь рфшенй, излагаемыхь въ курсахь сопротивленя 
матераловъ, но также и для разыская новыхъ рен, гдф элемектарные 
пр1емы ке могуть дать кадежныхь указавй для опредфленя напряженй. 
Кь такого рода задачамъ относятся, напримръ, веЪ вопросы о мсиныяж 
напряжешяхь, обусловленныхь или рёзкими измзненями формы тва или 
дфИстемъ сосредоточенныхь силъ. 

ФЖелая хотя отчасти удовлетворить назрфвшей потребности въ курсв 
теор упругости, составленномь примфнительно къ нуждамъ инженеровъ, 
мы рёшили выпустить въ печатномъ видф ваши лекция по этому предмету, 
читанныя въ ЧМевскомь политехникум® (1907—10 г.г.). и въ Ииституть 
Ивженеровь Путей Сообщеня (1912—1914 гг.). Первая часть этихь 
лекшй заключаеть въ себф задали, относяпияся къ изслёдованно дефор- 
маши и напряжени въ тфлахь, всф размфры которых являются величи- 
ками одного порядка. Во вторую часть отнесены ввслёдован:я деформаций 
въ тонкихъ стержеяхь и пластинкахъ. 

"Имя въ виду главнымь образомъ техничесвя приложешя теори 
упругости и считаясь съ той математической подготовкой, которая дается 


У 
въ нашей высшей технической школв, мы нашли нужвымъ въ нашехь 
ивложенм предмета пропустить ыфлый радь отдфловь, ныфющихь чпото 
теоретичесый характеръ. Ло вопросамъ этого рода пнтеросующеся най- 
дуть достаточно малешала въ имфющихся прокрасныхь курсахь твори 
упругости: А. Е. Н, Гозв, «РгваНзо од ие (Неогу ог еазйеду» и СеБзбй, 
«Гьбоме 4е РЯрзноНа 4ез согрз зоН4аз а также въ отдфяьныхь мопогра- 
фллхь, перечислонныхь въ Еасуорае Чег Маф, УИввопвев. Ва. ЛУ,. 

Изь этихь соображенй мы пропустили общёя изелбловашя о суще- 
слвован ршешя ур-й твои упругости и объ одновначиости этого 
рфшеня. Оставили безъ разсмотрёшя общ методы внтегрироватл ур-й 
твои упругости и ограничились лишь подробнымъ изложешемъ ряда 
частныхь ршенй, могущихь имфть непосредственное ирахтическое ири- 
ложеше. По тёмъ же соображенямт нами пропущены изслёдованя о 
строешы упругихъ тЬлъ, о зависимости между упругими деформащими 
и сопровождающими ихъ тепловыми и электрическими лвлешями, а также 
воиросы о распространенти колебавй въ упругой средЪ. 

Чтобы сдблать изложен!е предмета доступнымь для лиць, ие полу“ 
чившиуь спешальной математической подготовки, мы при выподяхь поль- 
зевались по возможности самыми элементарными приемами и въ отдфяр- 
ныхь случаяхъ сохранили вс проможуточныя выкладки, облегчаютия 
зтеню книгн. 

Въ тёхь слузаяхъ гдё творя упругости не даеть памъ точпаго отвфта, 
па поставленную задачу, мы считали пеобходимымъ указывать на при- 
ближенные методы рёшелия вопроса. Ириближенпымт снособамъ иптегри- 
роватя дифферопиалиныхь ур-Ш, встрёчающихея въ теоми упругости, 
мы придлемь большое значене и полагаемь, что румнеше цфлаго ряда 
весьма важиыхь тохническихь задачь зависить озф развыйя этихъ мето- 
довт. Въ нашемъ курс мы считали необходимым хота вкратив коснуться 
извфстпаго пр!ема решения ур-й маломатичоской физики, предложенпаго 
№. Вихемъ 1) и премфнияи эчоть шиемъ при уБщелн плоской задачи 
и при изслВловалии изгиба. и прученя призматическихь сторжией, Отмтили 
вычислительную методу рфшеня ур-й въ частныхь производныхь, раз- 
работанлую [, Г. Вюналозотомь *), а такжо вычислительный и графи- 
чесый методы, предложенные С. Валео *) и разработанные его ученн- 
кемн УЗНег?омь *} и У. Вавбгомь. *) 


1) У. В. Зое  тоше п, апеочуно а Мабвовиик Ва, 185 (1108 г.) 

2) РЫЙ, Туваа, п. 210 (1910 г.) 

2) 7, Ё МВ. в РАув. т 56 (1908 т.) и Масвионьел 4, ® @сзойвев, 4. Ук, 
Фобымеви 190 в, 

97. 2 Мы. в Рвув. 1907 №. 

3} 2. Е Майь. и ПВув. 1018 г. 


УП 


Въ нёкоторыхь случаяхь отсутстые аналитическаго рёшешя задачи 
можеть быть восполнено экспериментальными изслёдованями распред%- 
лещя напряжений въ деформированныхь тВлахъ, и мы считали умёстнымъ 
въ техническомь курс теорзи упругости остановиться на нёкоторыхь 
премахь эксперимевтальнаго рышеня задачь. Такъ, папримфрь, мы из- 
ложили оптическую методу изслфдованя напряженй въ прозрачиыхь 
пластинкахъ при помощи поляризованнаго свзта. Эта метода въ послёд- 
нее время съ успхомт была примфнена къ рёшенио цфлаго ряда задаяъ. 
Далфе мы привели аналогию Г. Ргап я, дающую возможность находить 
экспернментальнымъ путемъ распредфлеше напражевй при скручиваии 
призматичеслихь стержней. Указали на экспериментальный способъ р5- 
шещя плоской задачи, основанный на полиомъ совнадеши соотв тствую- 
шаго ур- 1Я 65 ур-емъ дла изогиутой поверхности пластинки. 

Такъ какъ при техначескихь растетахь наибольний интересъ пред- 
ставяяеть опредфлене напряжевй, то мы при раземотрёи отдёльныхь 
задачъ стремились опредфлять напряженя непосредетвенио, не переходя 
къ ур-ямъ, выраженкымъ черезь перемфщене точекъ деформированнаго 
тёла. Для этого мы пользовались ф-мыи напряженй. Ф-ло напряженй 
мы ввели не только при раземотраеи плоской задачи, но также при 
изложени задачи 8. УепанрРа и задачи о деформащи симметричной отно- 
сительно оси, Такимъ путемъ, какъ намъ кажется, удалось достигнуть 
значительнаго упрощеня въ изложени задачь о кручеи и изгиб 

” призматическихь стержней и задачи Герца. 

Ссылки на литературу предмета, встрёчающияся в различныхь мф- 
стахъ нашей книги не могуть претендовать на полноту, да мы и не 
стремились дать исчерпывающий перечень литературы въ такой общирной 
области кавъ теоря упругости. Наша цёль заключалась лишь в томъ, 
чтобы указать заинтересовавшемуся читателю т сочинен!я, гдВ оиъ мо- 
жеть найти болфе подробное изложеше того или иного вопроса. Особенно 
мы отмфчали новую литературу и новыя задачи, которыя характеризують 
современное состояе науки. Тащя указан1я на современную литературу, 
намъ кажется, могуть быть полезны для лиць, желающихъ посвятить себя 
изучению предмета и самостоятельной работВ въ этой области. 

Очитаемъ своямъ прятнымь долгомъ принести здфеь глубокую благо- 
дарность преподавателю Института Инжеиеровь Путей Сообщешя Кон- 
стантину Андреевичу Чалышеву, прочитавшему рукопись и корректуры 
и сдвлавшему не мало исправленй и полезныхь замчаний, 


С. Тимощенто. 


Талсаль. 
26 поня, 1914 г, 
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Основная задача теофи упругости заключается въ томъ, чтобы по 
заданнымь, дфйствующимь на твердое тВло, внфшнимъ силамъ находить 
тЁ измфненя формы, которыя тфло претерифваеть и т$ внутрене!я силы 
унругости, которыя при этихь иэмфаешяхь формы возникаютъ между 
частями тфла. Въ такомь общемь видф задача теори упругоети еще 
далеко не разрушена, во ныфется излый рядь достаточно полко изелф- 
дованныхъ частныхъь случаевъ. Этими результатами можно пользоваться 
при рёшен]и весьма, важныхь технических задачь, когда приходится имфть 
дёло съ выборомъ прочныхь размровъ частей ивженерныхь сооруженй 
и машинныхь конструкщи. Вопросы эти въ курсахь сопротивлея мале- 
рмаловъ разрёшаются на основан различныхь допущен, болфе или 
менфе оправдываемыхь ка опытф. Въ теор упругости т же задали 
рышаются аналитическимь нутемъ. Ми находимъ здфсь выраженя для 
перем щен!й и внутреннихь силь упругости деформируемаго тфла, при- 
мфняя начала механики и математический анализь въ изсл®дованю равно- 
вх и движеня твердаго тфла, способнаго нфоколько измфвять свою 
форму поръ пъйствемь выфинихь силъ. 

Здфеь намь прежде всего нужно установить поняме объ упругомъ 
твердомъ тлф. Въ статикь и динамик подь твердымъ тфломъ нодразу- 
ыфвають систему неизывнно связанныхь между собой. матеральныхь то- 
чекъ. Тажь какъ при дЁЙств и на такое тло вифшнихь силь, разетоящя 
между отдфльными точками. не мёняются, то внутрекыя силы вовсе ке 
зходять въ ур-я задачи; и внутреннее строенёе твердаго тфла въ этомъ 
случа ке имфетъ никакого значеня, Переходя къ опредфлен!ю внутрев- 
ЕихЪ силь, мы должны принять во вниман!е способность твердыхь уйлъ 
измфнять кфоколько свою форму подъ дёйстмемь внъшнихь силъ; намь ' 
тужво выяснить внутреннее строене упругаго твердаго тёла. 

6. п. Тимошанко. . 1 
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Основатели твори упругости *) при уставовлени основныхь ур-й 
теори упругости, исходнли обыкновенно изъ ‚кредставленя молекуляр- 
наго стровыя вещества. Твердыя тВиа они себЪ представляли состоя- 
щими изъ отдфльныхь матер!альныхь частиць, молекуль, между которыми 
дБйствують силы взаамодьйствя. Силы взанмодЬйствня между двумя мс 
лекулами считали обыкновенно направленными по линш, соединяющей 
пентры молекуль и предполагали, что величина этихъ силь зависить 
лишь отъ разстояя между частицами. При дВйстви на твердое твле 
вифшнихь силь, разстояня между частидами мВняются, выботВ съ тВыъ 
измёняются и силы взаимодЬЙствя. 

Эти измВнен!я продолжаются до тЬхь поръ, пока не наступить равно- 
все между виЪшиими и внутренними силами. При дальнЪйшемъ развити 
теор молекулярпаго строевя вещества пришлось принать во вииман{е 
также и тепловыя явлешя, которыя сопровождають измёценя формы 
тЬль, припыюеь допустить, что молекулы, изъ которыхъ состоить твердое 
тЬло, находятся въ постоянномь колебательномъ дВижеЕи и что этими 
колебанями опредфляется температура тёла. 

Съ современной точки зрёыя эти представлешя о ‘строеши твердыхь 
тЬль весьма несовершенны. Приходится признать, что ныви знашя не 
достаточны дия построетя науки теоши упругости, в которой было бы 
принято во внимаше дфйствительное строене твердыхь тВиъ. Поэтому 
въ дальнфйшемъ мы будемъ’ оперировать съ ифкоторымъ гипотетическиу 
идвальиныме упрузимь тьломе и этому тлу припишемъ тая свойств 
чтобы т заключещя, которыя мы будемъ получать аналитическим» г 
темъ, по возможидсти ближе согласовались съ данными опыта. 

Мы будемъ предполагать: 1) что вещество идеальнаго упругаго тёла 
непрерывно распредВлено по его объему, и въ тЁхъь случилхь, когда 
вамь придется выдфлять- изъ этого тЪла безконечно малые знемепты, бу- 
демъ допускать, что и для этихь элемептовъ имфютъ мёсто вов тв фи- 
зическя свойства, которыми обладаеть идеальное упругое т\ло. . 

2) Будемъ считать идеальное упругое тВло однородным». Вели въ 
тагомъ тЬгВ выдЬлить два одинаковыхь и одинаково ор!ентировалиыхь 
элемента, то они будуть тождественны по своимь физическимъ свонствамъ, 

3} При отсутствЁи вифшнихь силь и при опредфлеиной температур” 
упругому тфиу свойственно имбль опредфленную форму и опредфленив 
объемъ. Это состояы!е тБла будемъ называть сотественнима состояще» й 

*#) Исторя уолановлегИя осповиыхь ур4й твори упругосун и отпозащанея 1 
этому вопрову яиторатурь приподевы въ Еиоуорёе @ог Май. УИзненнон. В 
ТУ» въ отатьв 0. Н. МаЦег пла А. Тнпро, заре 1907. См, такие 0. Шодшии 
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4) Чтобы при постоянной температур® измфнить форму тВла, необхо- 
димо приложить внзнийя силы. При чемъ опредфленному измфнен!о 
формы тёла соотвфтетвуеть вполнё опредвяепная опстема внфинихь 
силъ. Мы въ дальнфйшемъ будемь ограничиваться изученемъ весьма 
малыхь измьнешй формы и объема тёль и потому относительныя пере- 
иъщеЕя точекь тёла при. деформащи будемъ считать малыми величинами, 

5) При удоленш выфшнихь силъ деформированное упругое тво 
возвразцается вполнз нь своему естественному состояню, свойствен-. 
ному данной температур®. Такимъ образомъ естественное состоя! 
пдезльнаго упругаго тёиа при данной температур® является устойчивой 
формой равнов5я при этой томпературВ. Упругое тёло обладаеть свой- 
Ствомъ Нажоплять въ 86% энергШо въ обратимой фориё. Для того, чтобы 
вызвать хеформадро тёла, мы должны затратить извёстное количество 
работы и то же количветво работы мы получаемъ обратно при удалеши 
силъ, когда тфло возвратцаетея къ свобыу естественному состоянно (при 
деформаща температура тВла предполагается все время постоянной). 

Перечисленными свойствами идезльнаго упругаго тфла` въ большей 
или менылей степени обладаютъ и тЪ встественныя тВла, съ которыми 
намъ приходится имфть дфио при различныхь техническихь расчетахъ. 
Таме матералы, кажь желёзо и сталь, къ которымь особенно часто 
приходитея праифнать выводы теор! упругости, обладать весьма, одно- 
роднымъ строешемъ и если деформащи не выходять за извфетные пре- 
ДЪлы, то матемалы эти можно считать идеально упругими; они возвра- 
щаютея къ своему естественному состоянию, если удалить силы, вызы- 
вающия деформащи. ВеиЪдетве этого, выводы тори унругости, относя- 
песя къ идеальному упругому тёлу, можно съ. большой точностью при- 
мфнять къ желфеу и стали. Конечно, при этомъ не будуть учтены тая 
обстоятельства, какъ лвлене зистеуезиса и влазйе времени на деформа- 
ищю *). Но для тавихь матерюловъ, каць желфзо и сталь, они не 
имфоть существеннаго практическаго значения, Чугунъ, камни и дерево 
пб своимъ свойствамь больше отличаются отъ однороднаго идеальнаго 
упругато твла и выводы твори упруговти еъ гораздо меньшей точностью 
иримвнимы къ этимъ матераламъ. На практик при равчетВ хонструк- 
Ц, изготовленныхь изъ этихъь малераловъ можно, обыкновенно, огра- 
ничиваться значительно ‘меньшей точностью, Въ такомъ случа результате 
теор!и упругости въ’ примфнени къ этимъ расчетамъ можно разсматривать 
какъ первое праближене. 


*) Вл. поолдиов према появихись попйики опбнизиль злые времени, Сы, рае 
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ГЛАВА Г 


Напряжентя. 


$1. Вяйшня вилы. 


Мы будемъ различать два рода силф: сины нриложенпыя по поверх- 
ности деформируемаго тВла, ховерхностныя силы, и силы распредф- 
ленных по объему тёла, обемныя силы. 

Цоверхностныя силы (нагрузки) являются результатомъ давлевя на 
данное тфло какихъ-лнбо другихь тёль. Онф могутъ распредфляться по 
поверхности тВла непрерывно, кажъ напримёрь, въ случа гидростатиче- 
ского давлешя, давлейя втра и т. д. или могугь представляться 
отдВльными сосредоточенными силами. Сосредоточенныя силы всегда 
можно разематривать какъ предзльный случай распредфленной нагрузки, 
нужно чолько предположить, что часть поверхности, по которой силы 
распредЬлены, весьма мала по сравнено съ поверхностью тёла. Объом- 
ныя силы непрерывно распредфляются по объему тбла. Вавъ примёръ 
объемной силы, съ которой особенно часто приходитея имТть дВло на 
практик, можно привести силу тяжести. Величина этой силы, прихо- 
дящаяся на какой либо элементь тёла, пропоршональна массв этого 
элемента. Если черезь ( обозначимъ плоткость тфла, то проэкшя н® 
координатныя оси объемной силы, кёйствующей на элементарный прямо- 
угольный параллелепипедь 4 @у 4г, представятся формулами: 


ох аз ауаг, оР ахауаз, р г ду аа. 
Здьсь черезъ Х, Ти 2 обозначены проэкщи на коордипа?имя оби 
объемной силы, приходящейся на единицу массы тёла. 
$2. Напряженя. 


Нредположимъ, что на данное тёло АВ (черт. 1) дЬйствуеть система 
взаимно уравновзшивающихся поверхностныхь и объомныхь силъ. Подь 


_ьы 


вляшемъ этихь силь тйло будеть деформироваться. Положамъ, что 
деформащя прекратилась, и всЪ частицы тёла пришли въ равновёс1в. 
Такое состоян!е вла подь дист емъ приложенныхь къ нему вифшнихь 
силь назовемъ напряженныма состоящеме. Разофчемъ мысленно тёло 
АВ поверхностью ий на двБ части А и В и раземотримъ условя раво- 
вфон одной изъ этихь частей, напримфрь, части 4. Т выфпийя силы 
РР, Р.,,.. которыя непосредственно приложены къ части А, въ 
общемь случаз не иредставляють собой системы силъ взаимио уравно- 
вфшивающихся, Между тёмъ разсматриваемая часть А, какъ часть тВла, 
находящегося въ равновфеш, тажже будеть въ равновфе]и. Для обезие- 
ченя этого равновёоя необходимо допустить, что по произведенному с3- 
ченю с» дБйствуютъ нфкоторыя силы, 
уравновтивающия сиды Р, Р, Р,. ., 
приложенныя къ части 4, и представляюнуя 
ни что иное, какъ дфйстве части тёла В 
на часть 4. Силы эти будемь называть 
анутренниме силами упруости и будемь 
считать, что онф ноепрерывнымъ образомь 
распредвлены по сфченно жи. Въ простЬИ- 
шемъ случаВ растяжетя призматическаго 
стержня силами, дЪйствующими по оси его, 
знугреныя силы упругости распредзляются, 
хань мы знаемь изъ элементарнаго курса сопротивиешя малераловъ, 
равномфрно по поверхности плоскаго поперечнаго сфченя, и мы можем, 
пользуясь ур-ними статики, легко опредфлить равнод$йствующую внутрен- 
нихь силь упругости, приходящихся на единицу поверхности лопереч- 
наго сфченая. РавнодЬйствующую эту, характеризующую интенсивность 
внутреннихь силъ упругости, называють ниряжещемь, 

Вь общем» случа$ внутреныя силы упругости распредфляются по 
сбченцо ти не равномёрно и для суждемя объ ихъ интенсивности 8% 
какой либо точкВ О поступимъь слёдующимь образомъ. Выдфлимь у 
точки О изъ поверхности ий малую площадку 9. БВнутревыял силы 
упрутости, приходяицяся ца эту площадку, можно привести къ одной 
равнодфйствующей В, приложенной въ точкё О и къ парь силъ ЛИ. Бу- 
демъ теперь стягивать контур, ограничивающий площадку 8, тавимъ 
образомъ, чтобы тонка О все время оставалась внутри контура. Пло- 
щадка 8 будеть при этомъ безпредфльно уменьшаться, & выёстВ съ тЬмъ 


Чарт, 1, 


. . . В 
будуть стремиться къ нулю величины Ви 1. Предёль отношения 5 ‚ ха- 


рактеризующий интенсивность внутреннихъ силь упругости, предсгавляегь 
величину запряоеня въ точкВ О по площадев 8. Пром величины 


в — 


напряжецно принисывалоть тадже опредфленное направлен, именно за 
направлеше напраженя въ точкь О по площализ 9 иритихлоть панра- 
влеше равнодфйствующей ПД. Что вавается отпошешя зу, то мы предно- 
ложимъ, что при безпредьльномъ уменьшени площадки 8 опо стремится 


къ пулю. 
ели исходить изъ молекунярной 1вом етроеши упругаго тиеркаго т®ла, 10. 


"принятое выше допущен относительно равенсята пулю продфиа отношепы | 


можно получить путемъ сибдующих» разоушдеш й: Оплы упругости но поверхности 
тп ярльпотся ровупьтитомт, дАНотНя молекумь части тра В ина молекулы раз- 
сматритаемой частн А. Силы, приходяиилет на выдыенную площадку №, будуть 
т№, ливфи дАЙстия которыхъ пересвколоть эту площадку. Вели продполияеичь, что 
силы взапмодьйемия момду двумя молецулами направлены по лини!» соодиняющей 
этк молекулы, то приледя в" силы, пронизывающуя илощадку 5, мь сна® н порь, 
найдем, что зеличина пары будоть величиной выошиго порядка малоеьи по 
сравпенго съ воличипой спим, такт воь при соетозлеви момога ипрядетея силу 
мпозЕить ла базконочно малое плечо. 

Въ предыдущихь разсужденяхь мы взяли сфкущую поверхность зи 
совершенно произвольно, ноэтому произвольнымь является и направлен 
элементарной площадки 9, для которой мы опредфлили напряжене въ 
10466 О. Черезъ точку О можно провести въ различных паправлешяхь 
безчисленное множество площахокъ; для каждой изъ нихъ папряженю 
будеть пыфть свою опредёленную величину и направлено. Поэтому, 
говоря о напряжеши въ тоне О, необходимо всегда указывать къ ка- 
кой именно плошадюВ это напряжеше относится. Направлеше площадки 
будемъ опредёлять направлешемъ ея пормали +, при чемъ условимея 
нормаль эту направлять внаружу изъ той части тфла, равновЪее кото- 
рой мы изучаомъ (выВшияя нормаль). Въ разсматриваемомь случа 
(черт. 1) нормаль будетъ направлена изъ заштрихованиой части А въ 
пезаштрихованную часть В. 

Направлеге папряжешя вообще не совпадать съ паправиенемь 
пормали и мы его въ дальнЪйшемь часто будемъ разлагать на двф со- 
ставляюцщия. Одну составляющую будемь направлять по нормали къ 
площади? 9 и другую въ нлоскости площадки. Такимъ образомь мы полу- 
чимъ нормальное икасательное вапряжешя по илощадк 9. Если нормальное 
иапряжене имфегь ноправлетие внфшней нормали, оно стремится вызвать 
растливеше матерала, въ противномь случаЪ оно вызываеть сие. 
Растагивающее напряже условимся въ дальййшемъ считать ноложи- 
тельнымъ и сжимающее—отрицательнымь. Касоленьное папряженю стре- 
иится произвести сдвиг иди срфзъ по площадк% 9, поэтому его инога® 
НиЗВИНОТЬ Сдвлоломуиема или срузыванциме напряжешомъ. 

Иногда напряжен но площади еъ нормалью © зодмоть величинами 
трехъ его проэкщй на нрямоугольныя координатиыя оси (5, у, 2). Въ 


7 - 


Ч акомь случа условиися эти проэкщи обовначать такы Х, Г. 2.. 
Зкичекъ © обозначаеть направлен!е нормали той площадки 5, по кото- 
рой напряжеве дфйствуегь. При этихь обозначеняхь прозвшя напря- 
жешя по какой либо площадкв на направлен! вишней нормали © къ 
этой площалкв предетавится формулой 


Х, сз (20) + У, воз (у0} -+ 2, 00з (5). 


Составляюцуя напражешя по площадк, параллельной одной изъ 
координатныхь плоскостей, напримёръ плоскости 2е, ныпитутся на осно- 
ваши принятыхъ обозначевй так: 


Х, У, 2, 


Значекь у внизу показываеть, что направлене нормали \ъ выбран- 
ной площедюВ совпадаегь сь направленемь оси у-овъ. Составляющая 7, 
предетавляеть собой пормальное напряже по взятой площади», Х, и 2, 
являются двумя составляющими касательнаго напряжены но той же пло- 
щадк. Мы выше условились относительно знака нормальныхь напря- 
жен, Что касаетел знака касательныхь напряженй, то для площедокъ 
параллельныхь координатнымь осямь, будемъ придерживаться такого 
правила: если внЪшняя нормаль къ взятой илощадкв совпадаеть съ .00- 
ложительнымь направлешемь одной изъ координатиыхь осей, то поло- 
жительныя нанравлен!я составлающихь касательнаго напряжешя будемъ 
считать совпадающиеми еъ положительными направленями двухъ другихъ 
осей. При обратномъь направлен внфшней нормали приходится изы?- 
нить также и положительный направлешя касатольныхь напряжен#. 

Обозначевя, принятыя для напряжешЯ, можно примфнить также и 
хь выфшнимь сихамъ, распредфленнымь по поверхности тбла, Если эле- 
ментарная площадка 8 совпадаеть съ поверхностью тфла, то поверх- 
ностныя силы, приложенныя къ этой площади, будуть играть такую же 
роль, какъ внутреннёя силы упругости въ нашихь прежиихь разсужде- 
щяхь. Составляюция Х„ 7, и 2, будуть характеризовать интенсивность 
распредвленныхь поверхностныхь силь, приложекныхь къ выдёленной 
ва поверхности тфла пложадкЗ. 


`$ 3. Уравношя ревновжовя. 


Условившись относительно обозначен, мы можемъ написать шесть 
ур-Ш равнов% я для упругаго тВла, находящегося въ напряженвомъ 60- 
стояви. Три ур-фя статики, получаюцщёяся путемъь проэктировая веёхь 
приложенныхь иъ тВлу силь на координатныя оси, нанишутся так: 


— 8 - 


Дхиь + Г} Дахау =0 
Ду {ет авауае= 
Иа Д.Д Дав ара» =0 


Первые члены въ лЪвыхъ частяхь этихь ур-й предетавляють собой 
проэкщи на координатныя ои поверхностныхь силь. Вторые члены 
дають проэкни объемныхъ силь на 1 же оси. 

Ур-я, представаяющия усповя равенства нулю момеитовь вебхт, ири- 
ложепныхь къ тЬлу силь относительно коордннатныхь осей, при припя- 
томъ расноложени осей (черт. 1), предетавятея въ такомъ видф: 


Ла — 2,4) & =» (7: — 25) аауаг =0 
Даа Х,2) 48 ве Х2) деду =0}.. @) 
Шея-тдв ДГ» (Ху— уз) авауае =0 


Здрсь двойные питегралы отпосятся къ силамъ, распредфленнымь по 
поверхности и тройные-—къ объемнымь силамъ. Отъ получениыхю ур-Й 
ревповфея (1), и (2) легко перейти къ уравнешямь движешя, пужпо 
только иъ объемнымь силамь присоединить силы пнерши движущихся 
элементовъ твла, 

На осповани ур-й (1) и (2) можно сдфлать одио важное заключе- 
ше относительно условй равцовфея тфла, имфющаго весьма малый 
объемь, 

Если уменьшать линейные размёры тфла, то первые члены ур-йй (1) 
и (2), соотвфтетвуюпие поверхностнымь силамь, будуть убывать какъ 
квадраты липейпыхъ размфровъ, а вторые члены убывають, калоь губы 1Ъхь 
же размфровъ, т, е. значительно быстрфе первыхъ членовъ и при достаточно 
малыхь разыфрахь тфла опи сдфлаются настолько малыми, что ими можно 
будезть пренебречь по сравиенно съ членами, соотв®тствующими поверх- 
ностнымь силам, Ур-я (1) и (2) обрачятея въ такомъ случа въ ур-я 
равновфся только между силами, распрёдфленпыми ио поверхности, 
Этимъ обстоятельствоыь мы воспользуемся при общемъ изслфдоваши 
папряжепиаго состояия въ какой либо точкф упругаго 1фла, 


(1 


$4. Изолфдоване нанряженнато соетольйл въ какой-либо точкф тфла 


Черезь любую точку О тфла, паходящагося въ напражепиомъ 60- 
стояши можно провести безчислениое множество различно направиен- 


— 9 - 


ныхъ площадокъ. Каждой такой площадкВ будеть соотвётотвовать свое 
иапряжене, опредёленное по величия и изправленшю, Наша дальнЪй- 
шая задача будеть заключаться въ томъ, чтобы выразить напряжене 
по любой площадкВ черезъ ифсколько опредзленныхь величинъ, вполнЪ 
характеризующихь напряженное состеян!е въ данной точк®. Покажемъ, 
что напряжеше по любой площадк, проходящей черезъь О, можеть быть 
найдено, если извЪстны напряженя по тремъ взаимно перпендикуляр- 
нымъ нлощадкамь, проходящимъ черезъ ту же точку. Примемъ эти лло- 
щадки за координатных плос- 
кости. Пусть ф каправлене нор- 
мали къ той плозщадев, для 
которой мы желаемъ найти ва- 
пряжене. Проводныъ плоскость 
АВО (черт. 3), перпендикуляр- 
ную къ ©, такъ чтобы она съ 
координатными плоскостями вы 
р№зывала изъ тла безконечно 
малый тетраздрь ОВС и раз 
смотримъ усломя  равновзая 
этого тетраэдра. Принимая во 
вниман!е малый объемъ выдфлев- 
наго элемента, мы можемыъ при 
составленш ур-Ш ограничиться лишь силами поверхностными и долустить, 
что эти силы по каждой изъ грамей тетраэдра распредёлены равиомВрно, 
[Напряжен!л очитаемъ пепрерывными фу4ями координать я, у, 2]. Поло- 
зкительныя направлевя напряженй по каждой изъ граней, соотвфтствую- 
пя ранфе припатымъ обозначенямъ указаны на чертеж стрёлками. 
Если черезь 8 обозналимъ площадь грани АВС, то площади граней 
перпендикулярныхь къ осямь 2, у и # соотвтственпо предетавятся 
формулами; 


5 603 (25), 8 008 (40), 8 603 (25). 


Проэктируя вс поверхностныя силы, приложенныя къ олементу 
ОАВО, на направлеше оси 2-овъ, получимъ уравневше равновзая 


Х,9-$.5003 (12) — Х,9 008 (5) — Х,5' 608 (#0) =0. 


Подобнымь же образомь получатся и два друмя ур-вя. Оокращая 
все ка 5, представимъ урая равноввая въ такой форм: 


Х,= Х, 608 (20) = Х, 208 (у) -- Х,608 (#2) 
УХ, 008 (ве) + У, 008 (ув) -Е У. 608 (80) | +... (8) 
2, = 2,608 (#5) + 2,608 (95) — 2, 608 (#6) 
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Ур-я эти дають возможность вычислить проэки напряжеля по 
площади АВО, если нзвфотны папряженя по площадкамь, совпадаю- 
щимъ съ коордипатными плоскостлми и такъ какъ площадка АВ мо- 
жоть быть проведена кажь угодпо близко оть точки О, то получениыл изъ 
ур-й (3) проэдщи Х, У, и 2, опредфяяють искомое папряжене по 
площадкв съ пормалью ©, проходящей черезь О. Такимъ обравомъ паг 
пряженю по любой площади, проходящей черезъ заданную точку тЁла 
можеть быть выражено при посрелетвь девяти величипь: 


5. 5, Х, У. У, У. 2. 4, 2. 


Пользуясь ур-тями статики, лего установить между этими велнчи- 
нами’ три зависнмости, которыя позволять намъ въ дальуйщемь опре- 
лять напряженное состояше въ любой 
точхф тфла при помощи шости эле- 
‘ментовъ— составляющий напряженная, 
Вырёжемь для этого изъ тфла у задан- 
ной точки О безкопечино малый прямо- 
угольшый параллелепипедь (черт. 3} 
и папишемъ соотвтотвующия урчя 
равновз я причемъ будемъ отбрасывать 
У малыя высшихъ порядковъ. Въ такомь 
случа намъ придется принять въ раб- 
четь лишь поверхностпыя силы и до- 
пустить, что напряжетя для каждой 
пары параллельных граней выдЪлен- 
наго элемента равны и прямонротивоположиы. Изь шести ур-й равно- 
вая придется написать лишь три ур-+я, представляюлия условя разен- 
ства нулю моментовъ относительно коордипатцыхь осей, На черте, стрвл- 
ками указаны тв попряжетя, которыя должны быть приняты въ расчеть 
при составлеши момепта всфхь поверхностныхь силь относительно оби 
х-овь. Соотвтетвующее ур-е будеть имфть видъ 


2, @% у @ё — У, ат ду це = 0. 


Подобныя же ур-я получаемь и дия двухъь другихь координатиьсу 
осей. На основаши этихъ ур-Й заключаемъ 


У, =: Я, 7. == Ху 5, = У, (4) 


т. @, составляющфя хасатольныхь папряженй но двумь вванмнонерпол- 
дикулярпымь площадкамь, перпендикулярныя къ лиши пересфченя этихъ 
площадокь, равны между собой. Слфдозательно папряжениое состоян!е 
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ВЪ любой точь трла опредфляотся тремя нормальными соотавляющиии 
Х., У, п 2, и тремя различными пасанельными составляющими Х, 7, 2, 
Заключоше (4) можло обобщить сифдующимь обравомъ. Возьмемъ дай ванъ 
угодно наклонениын друтЪ к другу площадки, одну изъ нихь направимъ пер- 
пендикулирно оси 2-овъ, нормаль къ другой оболначныь череаъ . Пусть №, в 2, 
предотавляють полимя напращени по первой и но второй площадиф, тогда первое 
изъ ур-1Й (8), на основан и ур (4), можеть быть предогаллбно р лакомь видё 
Е, соя (в ,) == ТР, [0$ (№'.) 008 (20) + 008 (17,1) в09 (у) + 603 (Ра) 603 (20)] == 2» 08 (№5). 

Олфдовалельно, сих мы имфемъ дв перообкающияся площадни, го проэещ!я 
наприжев{я по первой площадиё на пормель ко второй равно проокщи напряже“ 
ны по второй площадьй на нормаль къ перпой. Легко пидёть, что ур-йя (4) иред- 
отапляюаь лишь частный случай этохо общаго заключешя, 

Ур-я (3), полученный выше для точки О, лежащей внутри тёла, 
остомотся въ сил и тогда, когда грань АВС элементарнаго тетраэдра 
совпадеть съ наружной поверхностью тёла. Въ такомъ случаз величины 
Х,, У, п 2, характеризуют» интенсивность сплошной нагрузки, распре- 
дЬленной по поверхности тзла. Мы коложили ранфе, что составлающух 
попряженя представляются непрерывными ф-Ё№ями координать. Это на- 
лагаеть соотвтотвуюдия ограничен!я и на ховертностныя силы *). Ве- 
лизины Х,, У, п 1,, характеризуюцщия ихъ интенсивность, должны 
представляться непрерывными ф-ями координать. Разрыв» непрерыв- 
ности можеть имёть мфето лишь по лишямъ, гдё нарушается непрерыв- 
ность измфненя косинусовъ угловъ, составляемыхь внтней нориалью 


кь поверхности тёла съ коорцинатными осями. 


$8. Преобразоваше составляющихь напряженя къ новы лит. 


Напряженное состояНе въ какой-либо точкВ тбла: можеть быть, как 
мы ВиДимъ, опредзлено посредствомъ шести составялющихь напряженя 
Х....Я» отнесенныхь къ осямъ #, у, 2- Эту систему прямоугольныхь 
осей мы направляя совершенно произвольно. 

Выфето прежней системы (2, у, 4) мы можемь ‘взять новую систему 
(®, 9, #') п для нея получимь, конечно, иныя зналенйя составляющихь 
папряженя Х',...У",, Цоважемь какъ эти повыя ‘значонёя состав- 
ляющихь выражаются черезъ старыя. 

Для этого воспояьеземея системой ур-й (3). Еели для краткости 
обозиачимъ косинусы угловъ, составляемыхъ нормалыо ? съ координал- 
ными осями (2, у, 2) черезь }, ® и 2, то урчя (3) перелишутся такъ 


х, 
У, = У. + Ут -+ Ум день + (5) 
2 = 2 + йт + #л 


Хх} -- Ху + Хя 


Сы. У. }. БЪевол; Мыпожайсв ФВеогу оЁ овзйсйу, Боцбон 1991, отрлёйе 


з 
дующей таблил®: 


Возьмемь площадку нормальную къ повой оси’, Проэкщи полнаго 
папряжешя по этой площади на старыя координатныя оси при помощи 
ур-й (5) выразятся так 

Х. = ХХ -- Хим, + Хм, 
У, == УД -- Ра + Ум, 
4. 


2, + Яр, + бл 


Имфал эти проэкщи легко пайти проэкщи полнаго напряметя по 
взлтой площадкв на новыя оби (2', у’, 2'), эти нроэкщи нредставять 
собой ничто иное какъ составияющя напряжешя Х!„, Ум ии, отне- 
сенныя къ новымъ осям. Проэктируя, нанримръ, Х,„, У» и 4, на 
ось 2, мы очевидно получим пормальное папряженю но взятой ило- 
щаде®. Соглаепо припятымъ обозначешаямт, его нужно назвать через Х" 
и мы будемь имёть: 


Хы = ХХ. -- Ур -- Ия, 


или вставляя вмфето Х„, У и И» вышеприведенаыя ихь значешя, 
получимъ: 


ХХ: = Х, + ий, + в’, + ти У, в 9,5 ть Х, . (6) 


Прооктируя Хо, Ум и &. ка ось у", получим, касалельную востав- 
ляющую напряженя 


У» = Х.в - Ут, -- быв, = ЦЬХ, -- т. У, + пп, 


2, (в. 


Я- Х, (т, - Ьт) - = 2,6, - У, (ва, + тт). (1) 


Подобнымь же образомъ могут» быть получепы выражещя и для 
другихь составляющихь иапряжеил, отноевиныхь къ повымт, осямт. 
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$6. Поверхновть напряжешя. 


Пользуясь выраженюмъ (6) для нормальнаго напряжения по пло- 
щадкВ съ нормалью 2, легко дать геометрическое предетавлене для 
измфнешя этого напряженя при поворачивани площадки. Будем по 
направленно нормали къ каждой площадкВ откладывать отъ начала 
координать отрфзокъ 7, длина котораго обратно пропоршональна корню 
квадратному изъ абсолютнаго зналешя соотв тетвующаго нормальнаго 
напряжен!я. Шели для неремфннаго направленя нормали сохранить обо- 
значеше 2’, то будемъ имзть такую зависимость 


гдф # постоянный коэффищентъ пронорщональности. 
Координаты копповъ откладываемыхь такимъ образомь отрёзковъ 
опредёлятся формулами 
=, 9 = т; =... 0) 


Ветавляя значете Х’,„, опредвляемое изъ условя (а) въ фор-лу (6), 
мы на основали равенствъ (5) волучимъ 


ХНУ, 


Тахимъ образомъ ЕОНЦЫ вебхь отложенныхь вами отрЁзковъ г рас- 
положатся на поверхности второго порядка (8). Поверхность эта является 
внолнё опредфлениой для заданной точки тВла и при измёнеши коор- 
диналь (2, 9, 2) будуть мфняться лишь козффищенты Х„...Х, въ 
урчи (8). Мы всегда можемь тажъ выбрать направлен осей, чтобы въ 
ур-и поверхпости второго порядка (8) члены, заключающие произведе- 
ве координатъь пропадали. Для такого направяея осей будуть пропа- 
дать касательныя составлаюния напраженя и мы 00 площадкамъ, совпал 
далощимь съ координатенми плоскостями будемъ имфть лишь нормаль- 
ныя налряженя, 

Условимел выбранныя такимъ образомь оси называть мавными 
ослми, & соотвйтетвующия нормальныя папряжевя эдаеными напряже- 
ями. Очевидно, что мы вполнз опредфлимъ напряженное состоян!е въ 
данной точк, если зададимъ направлея главныхь осей и величины 


главныхь напражений, 
Замвтимь еще, что въ силу ур-я (8) сумма нормальныхь напряженй 


Х; + У,-н 2, 


-№..® 


* + 2.27 -- ЗУ уз -- 22.0р -- ЗХ лу 


остается ивизмённой при поворачивани осей. 
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$ 7. Эллипеоидь напряжений. 


Предположныь что координалныя оси (2, у, 2) совиадають съ глав- 
ными ослми для данной точкн, тогда формулы для онредфлешя напря“ 
жеша по любой площади, проходящей черезь взятую точку, становятся 
особено простыми. Проэкщи нанряжешя по площадкв съ пормалью ® 
да координатиыя оси, на основаши (5), представатея такими формулами 


Хх, = Хх. У =Ут =... . 09) 


. 


Составляющя Х, в У'„ папряжешя по площади съ нормалью 2, 
на основанш (6) и (7), будуть: 


ХИ = ОХ, ИУ, ний, еее. + (10) 
У» = НХ, - тт, У, ный, есь. (11) 


Формулы (9) даютъ намъ возможность получить геометрическое нред- 
ставлеше для измфиешя полнаго паиряжешя при поворачиваши пло- 
щадки, кь которой это напряжеше относится. Будемъ откнадывать оть 
вачала коордипать отрфзки, равные и параллельные поллымь папряже- 
яиъ по различно нанравленнымь илощадкамъ. Обозначая черезь 2, т, я 
перемёиные косинусы угловъ, составляемыхь пормалями © къ этимъ нло- 
щадкамъ съ коордипатными осями, пайдемъ, на основати (9), что коор- 
Динаты концовъ отложенныхь такимъ образомъ отр®аковъ равны: 


=Х=х у = 7, = Уж; = = м. 


Принимая во внимашо равенство 
Рети =Ь, 


найдемъ, что копцы отложенных нами отрфзковъ лежать па поверх- 
ности эллиисоида 


РЯ , 


у 
9 
У, 


хоторый въ дальнёйшему условимся называть одлееондоме напраиестй. 
Полуосями элиниеоида напряженй будуть служить главныя панряжешя 
въ данной точки, Такь какт одна изъ клавныхь осей представляеть 
` паиболышй радусъ векторъ, а другая наименьший, то, слфдовательно, 
одно изъ главныхь напряже нредетавяяоть наибольшее нанряжено 
въ данной хочю», а другов—наименыное. | 
сли два главныхь напряжешя будуть равшя можду собой, то эшиин- 
соидъ напряженй получаетт форму элиипсоида вращеня. ели равния 
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но величин® главныя напряженн одного знака, тонапряжешя по вефыъ 
площадкамъ, проходящимь черезъ ось вращеня будуть одинаковы и кор- 
мальны къ площадкамъ. Если вс три главныхь напряжения равны между 
собой, то эллипсоидь напряжешй превращается въ шаръ и всямя три 
взаимно перпендикуларныя направлешя могутъ быть приняты за главныя оси. 

Когда одно изъ главных напряжешй равно нулю, то одна изъ осей 
эдлиисонда напряже! будеть равна нулю, — поверхность эллиясоидь 
обратится въ площадь эмлинса. Въ этомь случав напряженя но вомъ 
площадкамъ, проведеннымъ черезъ разсматриваемую точку, будуть ле- 
жать въ одной плоскости. Такое напряженное состолне называють 
ваоскимь напряженным гостоящемь. 

Если два главныхъ напряженя обращаются въ пуль, то эллиисоидъ 
напряженй превращается въ отрёзокъ прямой лиюши, мы будемъ имфть 
линезное напряженное состоянйе. Съ этимъ видомъ напряженного со- 
стояня мы ветр®чаемся при равемотрёши раетяженя и сжаля призма- 
тическихь брусковъ силами, дВйствующими по оси брусковъ. 

Кошдый радбусь вевторь оилипсонда напряменй! предотазляеть собой по ве- 
эичиць и направленно напряжен!е по одной изъ площадонт, проходатщихь через 


равематривовмую почку. Чтобы найти ту площадву, въ которой выбранкое напря- 
жеше относится, построимъ поверхность второго порядиа, опредёляемую ур-емь 


Поверхноеть эту навывалють запраалющей по-врзиоетио. Пегко показать что пло- 
щадна, из которой отновитон каной-либо рарфусь векторъ эллинсондь напражен!й, 
параллельна плоскости, касательной из напразяющей полерхностн яъ точь пе- 
ресбчешя вя съ выбраппымь редусомь вевторомъ, 

Зо самомь дфяВ ур-ю плосности касательной къ направляющей поверхности 
въ какой-либо точь (и У» 21) напишется ташь 


Е 2 
сень. (4 

3 р 2, 

о 
Съ другой стороны, обозначивъ черваъ р длину перпендикулярь, опущеннато 
лзъ начала координать на эту плоскость и черозъ 1, и, я восннусы угловъ, со- 
столллемыхь р оъ координагными осяын, напишем ур-+е той 30 плоскости жъ 

таномь вид 

Пу квар еее нение. 


Сравнивая (2) п (5) получных 


Вотавляя это въ формулы (9) ныЙдемь для прозвцй напряжешя по площедиь 
пораляельной плоскости (а) выражео 


=; Ув 2,==ар. 
Сифдоватольно напряжене по этой илощедьй ‘дфНотрительно напразлено въ точну 
касвшя (ть Ук 24). 
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$ 8. Вычиолеше главныхь напряжешый к нахбольшихь кабательныхь 
напряжений. 


Мы видёли кахъ упропеиотся формулы для напряжетй въ томъ слу- 
чай, когда координатиыя оби совпадають ©ъ главными осями, 

Для опредзлев я направлешя главцыхь осей и величины главныхъ 
напряжений воспользуемся тёыь обсгоятельствомь, 1то главиыя нанря- 
женя перпендикулярны къ тЪмъ площадкам, но которымъ они дфй- 
ствуютъ. Пусть площадка съ нормалью ® (р 1%, ®) соотвётетвуеть одному 
изъ главныхъ напряжешй, тогда пироэкщи полпаго папряжешя Р., дй- 
ствующаго по этой илощадкз (направлен №, совпадаеть съ», тавь 
какъ папряжене предполагается главпымъ) на коордипатныя оби (#, у, #) 
будуть 


Х, == Е, 605 (25) = РИ, У, == Е, с08 (ув) = Ри; 2,7, 608 (== 


Ветавляя зто въ ур-м (5) и перенося всф члены въ одпу сторопу, 
получимь 
(Р, —Х,)1— Хл— Хи == 
— У (В, —У)т — Ул =0 еее (9 
— 2 — Ат + (Р, — Я) п =0 


Ур-я эти дакуть дия косинусовь Ь жи я, опредбляющехь паправ- 
лешне главнаго напряжешя, реше отличное оть нуля лишь въ том 
случа, если соотвфиствуюцщий опредфиитель обрийциется въ пуль. Со- 
ставляя Этоть опредзлитоль и приравнивая его нулю, иолучимъ ур-1: 


ВАХ, ИХ КУ ИХ ХА, 
„— Х,У2- УЛ 2.7) =0... (3) 


Это ур-4е третьей степени относительно №,. Три корпя го дають 
зпачешя трехь главныхь папряженй. Вставляя каждый изь отахъ кор- 
пей въ ур-ше (2) иайдемь соотвфяствующя направлетя этихь напря- 
жений. Замбтимь, что ур-ю (13) не должно завиебть оть направлошя 
хоординатныхь осей и нотому коэффищенты въ этомъ ур-Ши, захлточен- 
ные въ скобки, должны вохрапять постоянное значоне при преобразо- 
ваи коорцинать. . 

Перейдемъ тенерь къ опредфлошию паибольшихь касатольныхь налря- 
жешй, Если для какой либо площадки съ нормалью ® (1, 37, ®) ианфетно 
нолное напряжеше Р, и его нормальная составляющая Й 00$ (2), 
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то легко найти касательную составяяющую для той ке площадки. 
Квадрать касатольнаго напряжешя опредфляется изъ ур-я: 


[7 вт (Ру == Ри -— [Т, 008 РР. 


Переходя къ составляющимь папряжешя, мы па основании (9) и (10) 
перепишемъ ур-Ёе это въ такомъ вид: 


18, зв (Ру ХР Ут бт [ХР Ут ат]. (в) 


Здзсь Х„ У, и 2, — главныя напряжешя въ разсматриваемой 
точкВ. 

Наша дальнзйшая задача будетъ заключаться въ томь, чтобы найти 
тв направлешя, тв значешя {, 2 и в, которымь соотвфтствують наи- 
большия значен!я касательныхь напряжешй. Для этого мы поетунимъ 
сльдующимъ образомъ, выразимь одинъ изъ косинусовъ, напримёръь #, 
черезь $ и ж при помощи услошя 


рии = 1. еее. (©) 


и полученный результать вставимь въ выраженще (в) для квадрата каса- 
тельнаго напраженя. Составляя производныя оть этого по {и жи при- 
равнивая ихъ нулю, получимъ послв простыхъ преобразований для опре- 
двлешя фи тж ур-я: 


Ис в-ит,— 2) "5х. 2) = 0. 


и.о, диф, 2) = 0. 


Очевидно мы удовлетворимъ этимъ ур-ямь, положввь [== == 0. 
Также легко могуть быть найдены и друг!е корни, Положивъ 2 = 0, 


пайлемъ изъ второго уравнешя жи = = При’ т-=0, получимъ 


р 
== и с. Для полученя всзхь направленш, соотвфтствующихь шах. 
или 1. касательнаго напряженя, нужно изъ выраженя (в) при помощи 
(©) исключить # и потомь # и повторить 18 выкладки, которыя сейчасъ 
быхи продфханы для случая исключеня ‘косинуса я. Такимь ‘путемъ мы 
получаемь таблицу косинусовъ, которымъ соотвётетвують площадки съ 
шах. или ши. касательныхь напряжений; 
6. П. Таыбщоихь 2 


т ® 
=== | = 
° р = 
0 251 5 
1 р о 
В 
о = Е 
Ил | АИТ 
уз .0 { =И 
- | 

= : р Го 

| 

| 


Первыя три строчки этой таблицы, гдЬ два направляющихь коси- 
нуса обращиются въ нуль, дають намь площадки, соотвфтствующия 
тлавнымъ напряженаямъ. По этимь площадкамь касательныя напряженя 
обращалтся, кахъ мн видфли, въ нуль. Три послёдшя строчки опред}- 
хяють площадки, нроходяцщйя черезь одну изъ тлавныхь осей и дфляшя 
пополамъ уголь между двумя другими осями. Вставляя соотвфтетвующя 
значеля 2, зи и ® въ выражеше (в) пайдомъ для мажеимальныхь каеа- 
тельныхь напряжен\ въ случа } = 0, т. в. для площадки, проходящей 
черезь ось 2-озъ и двлящей пополамь уголь между у и 2, значеше 
ь (У,— 2.) подобнымъ же образомъ для двухь другихь плошахокъ 


получаемъ соотвтетвенио значевя „— 2.) и ых (Х.—У)). На 
осповани этихъ результатов заключаемъ, что наибольшее касатоль- 
ное напряжене равно полуразяости между набольлимь и наименьшимъ 
главными напряжентями (при этомъ принимается во внимане зналъ на- 
пряженя) и дфйствуеть по площади, проходящей черезь среднее но 
величин® главное напряжеше и дфлящей пополамъ уголь между нанболь- 
шимъ и наименьшимъ напряженями, 


$9. Диффереющальныя ур-я равловЪая. 


Дия изстрдованя вопроса объ изыбнеши напряженй при ивроход% от 
одной точки тфна къ другой, безконечно близкой ей точкф, разсмотримь 
условш равновфия безконочно малаго прямоугольнаго параллелепипеда 
(черт. 4) ОДВОРЕР@. 

Пока мы занимались изслфдованемь напраженнаго состояня въ опре- 
дфлонной точкф тфла, можно бымю пренебречь ‘малыми разноетями между 
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напряжещямъ но двум» параллельцымь, близкимъ другь къ другу нло- 
щадкамъ (см. $ 4), можно было также отбрасывать, какъ малыя вели- 


чины высшаго порядка, у дубы 


объемныя силы, приложен- 
ныя къ элементу. Теперь 
эти малыя величины дол- 
жим быть приняты во. вни- 
ман. На чертеж обозна- 
чены величины напряже- 
эй, двйствующихь по гра- 
нямь  выдЬяеннаго эле- 
мента, и ихъ положитель- 
ныя направленя, При со- 
ставлени прозкц силъ, 
приложенныхь къ элементу, 
на  координалныя оси, 
нужно только составляю- 
луя напряжешя множить на площади соотвЪтотвующихь граней элемента, 
и объемную силу на объемъь элемента. Проэктируя, напримзръ, вс 
приложенныя къ элементу силы на направлен!е оси #-0вЪ получимт ур-1; 


0х. ох 
(х.-- т 2) дуа: — Хде + (хан) о аз — Х, ода 


9х. 
02 


— (&. + ы %) #1 ду — Х; 4% ду + ох ах ау аа —=0. 


Подобнымь же образомъ могуть быть написаны и два друмя урчя. 
ПослЪ сокращен эта система ур4й представится въ такомъ видЪ: 


9х. 0х ох, 
д бу К дв + РХ=0 

97, У, ду, . 
Р-НЕ 0 2..1... 09 


9..0. 98. ро 


дб 9 


Что касается ур-й равновфоя, получаемыхь путемъ приравниваня 
нулю моментовь вефхъ приложенныхь къ элементу силь относительно 
координатныхь осей, то они будуть удовлетворены въ силу условий (4). 

Вь твхь случаяхь, когда части упругаго тВяа находятся въ движе- 

ры 


— 20 — 
ни, напримфръ, когда твло при приложеши вифиунихь сил начало ‹0- 
вершать колебавя, нужно къ объемнымь силамт присоединить. силы 
инерщи. Если через и, © и обозначимь проэкщи перемфщеня какой- 
либо точки на направленёя координатных» осей, то проэкщи силь.инор- 
щи, отнесенныхь къ единицз объема, будуть: 


9% 9% 96 
Рае’ Ра и Ре. 


На елучай движеня ур-я (14) перепишухся въ такомъ видЪ: 


9х, 0х, 9х, 9% 
Зе у т = 
_9У, 9 

п ро [1.15 


92 0, й и 
Пр ба №! Рой 


Ур-я (14) и (15) являются основпыми дифферешчальными ур-ами 
теори упругости. Велкая задача теори упругости сводится къ разыска- 
ню такихъ ф-й Х,... ТУ, воторыя удовлетворяли бы ур-ямь (14) 
или (15} въ каждой точкф разсматриваемаго тВла и уелошямь (5) 
поверхности. Въ такомъ вндф задача теорн упругостн остается пока ие- 
опредфленной. Въ самомъ дфлф три ур-я (14) иди (15) заключеають по 
шести различных величинъ (Х,...У,) и слВдовательно возможно по- 
добрать сколько угодно различныхь распредлевй напряже, удовлетио- 
ряющихь какъ диффервищальнымь ур4ямъ, такъ и услошямъ на поверх- 
ности. Чтобы изъ вобхъ этихъ возможныхь (съ точки зря статики) 
раепредёлошй напряже й выбрать то, которое соотвётетвуеть дфйстви- 
тельпому состоянйо упругого тфяз, необходимо поступить такт, какъ это 
всегда дфлается при изолЬдоваи статически ивопредфлимыхь систем. 
Кь уравнешямь статики пужно присоединить дополиительныия условя, 
устапавливаемыя на основаи разсмотрёя деформиши системы. Что 
но всякая система напряжетй, удовлетворяющихъь диффереищельнымь 
ур 1ямь равновейя и усломямъ на поверхности, возможна въ упругомъ 
$, мы можемь убфииться путемъ такихь соображешй. Предноложимъ, 
что мы данное тфло разрзали на безконечно малые прямоугольные па- 
раллелепипеды и къ грапямь каждаго такого элемепта приложили на- 
пряженя, удовлетворяюцщия ур-ямь (14). Подъ дЪйстыемъ этихь папря- 
жен! и объемныхь силь всф элемепты тла будуть въ равновйси, мы, 
получимъ респредфлеше напряжевй возможное съ точки зршя статики 
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абсолютно твердаго твла. Въ упругомь тфлф усшов!я будуть иныя. Поль 
дЬйстыемъ напряжен каждый элементъь деформируется и напряжешя 
не только" должны удовлетворять условямъ статики, но и вЪкоторымъ 
дополнительнымъ условямъ. Деформащи, вызываемыя въ отд®льныхь 
элементахь, на которые мы представили себЪ сло разрёзаннымь, должны 
быгь таковы, чтобы вс деформированные элементы можно было ело- 
жить вифстф и образовать одно непрерывное упругое тЁло. Возможно 
представить себЪ такую систему вапряженш, при которой урчя (14) 
удовлетворены, но соотвтствуюня атимъ напряженямъ деформащи та- 
ховы, что изь отдёльныхь деформированныхь элементовъ нельзя будехъ 
составить непрерывиаго упругаго тВла, элементы эти нослВ деформадия 
не будуть приходиться другъ къ другу. 

Что составпяющщя напряженя Х.... У, входяция въ ур-я (14) 
не представляють собой независимыхъ величинъь и что задача, хеоши 
упругости еводится въ разысканию трехъ ф-Ш, удовлотворяющихь диф- 
ференщмальнымь уравнешямь равновёая, мы убёждаемся слёдующимь 
образомъ: 

Напряжения, возникающая въ упругомъ Вл при дЬйствм вныннихь 
силь, вполнё онредфляются тзми измёненями формы, которыя тВло при 
этомь претерп®ваеть, 

Деформащя же тёла будеть опредфлена, если извзетны для каждой 
его точки проэкди (#, %, %) ея перемфщеня на координатныя оби, 
Такимъ образомъ шесть составляющихь напряжен!я, входящихъ въ ур-4я 
(14) и (15) являются ф-Чями трехъ перемёщенй м, 9, в. Наша даль- 
иВйшая задача будеть заключалься въ изслёдовани деформащй упру- 
гаго тВла и въ установлен необходимой для ршешя задачь теория 
упругости зависимости между напряженями и деформанщями. 


ГЛАВА ЦП 


Деформаждт!и. 


$ 10. Перемфщен:я. 


Деформащыя упругаго тВла вполн® опредзляется относительным 
перемфщешема ого точекъ. Бели упругое тёло совершаеть поступательное 
движене, или `еели опо вращается, какъ абсолютно твердое тфло, то 
при этомъ не мВняется относительное расположеше частипь тёла, тзло 
не деформируетел. Тая перемщеня не вызыволотъ внутрениихъ папря- 
жешй. Въ дальнфйшемъ, чтобы исключить перемфицен!я, но вызываюция 
деформащй, мы условимся закрбилять одну изъ точекь упругаго тфла и 
въ этой закраплениой точкф введемъ още добавочныя закрфплеши, пре- 
патетвуюцйя вращение упругаго тВла, какъ цфлаго, относительно кепод- 
вижной точки. Устравизъ такимъ образомь поремщешя, свойственныя 
абсолютно твердому тВлу, мы этимъ, копечно, нисколько пе нарушаем 
общности изслёдовашя леформащй упругаго тфла. 

Расположимъ начало прямоугольной системы коорнинать (%, у, #) 
въ вокрёпленной точкё и къ этимь осямъ будемъ относить составляющя 
перемфщеня #, 9, и. Перемфщееня эти будуть мЬняться при переход 
оть одной точки къ другой и такъ какъ предполагается, что упругое 
тВло при деформации не получаеть разрывов, 10 м, © и № являются 
непрерывными ф-ёями оть координать (2, у, #2). Мы будемъь предпола- 
тать въ дальнфишемь также непрерывность послёло вательныхе производ- 
выхъ этихь ф-1й, 

Велфдотые припятыхь усяовЙ закрёплешя #, © и № обращмотся въ 
нуль въ началВ координатъ, Для устранешя возможности вралцошя тбла 
вокругь неподвижной точки, закрЗиляють еще какой-либо линейный 
элемент, проходлний черёзф неподвижную точку и какую-либо элемен- 
тарную площадку, проходящую черезь этоть линейный элементъ. Закрф- 
пимъ, напримфрь, линейный элементь, совпадающий съ осью 2-85 и 
площадку, совпадмощу съ координатной плоскостью 22. Первое за- 
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крёпленйе исключаеть возможность вращеня тфла относительно осей 
д и у, закрёилеше плоцхадки устраляеть вращеве относительно оси 
2-овъ. Въ силу этихь закрфилен иы получаемъ для перемфщенй въ 


началф координать слёдуюнщуя условя:. 


=... .. . (16) 


Въ курсё сопротивленя матераловъ мы разсмотрфли нфеволько эле- 
ментарныхь случаевь доформади тёлъ. Пользуясь принятыми обозна- 
чевями, можно безъ затруднешй написать соотвётствуюлия выраженя 
для перемфщентй, Возьмемъ, напримфръ, случай растяженя призматиче- 
окаго бруска. Направляя ось 2-овъ по оси стержня и обозначая черезъ 
— относительное удлиневе и черезъ—06 поперечное сжаме при растя- 
женш, получимъ для перемфщенй какой-либо точки А (52, 9, #2) при 
растяженм бруска выраженя: 


% = 6% %-= — 96; в сея, 


Сльдовательно, перемфщея въ этомъ случа представляются линей- 
ными фуями оть координатъ, 

Не трудно показать, какъ, блатохаря деформади, изменяются лия 
и поверхности, проведенныя въ брускф до приложеня растягивающихь 
силь. Координаты какой-либо точки 4 (я, 9, 2) нослё деформащи по- 
хучаюгь значенЁя: у 


2: =2(1-+8); 9% =9(1— 96); д = (1 — 96) .. (а) 


Новыя значевя координать выражаются черезь старыя линейнымъ 
образомъ, поэтому прямыя лини остаются в посл деформации прямыми, 
плоскости остаются плоскостями, поверхности второго порядка остаются 
поверхностями второго порядка. 

Предположимъ, напримфрь, что въ брускф до деформыши была опи- 
сана шаровая поверхность: . 


ину = 


Во что обратится эта поверхность досл деформащи? Для рёшевня 
этого вопроса найдем изъ (а) выраженя для координать и, уи 2 че- 
рез 2, 9: и 2, и ветавимь эти выражен!я въ ур-е шаровой поверх- 
ности {в}. 

Мы лолучимь; 

2" -- 9 + 2 _ 
(0 ТИ — в)" `(- ве ^ 
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Шаровая поверхность ращусв 7 обращаются въ поверхность эллипсоидь, 
©ь полуосями # (1 не), г (1 — че), * (1 — ве). 

Заключеня, которыя мы сейчасъ сдфлали дла случая простого растя- 
жешя, могуть быть распространены на болёе общ видь деформащи, 
когда перемфщешя (м, ©, №) представляются любыми линейными ф-1ями 
координалтъ. 

Такого рода деформащю условимся называть однородной деформа- 
ей. 


$ 11. Изеладоване дефориащи въ какой-либо точк зла. 


При изслёдовани болфе общихь случаевь деформациь когда нере- 
мвщек1я не лвляютел линейными ф-лями координать, введемь съ цфлью 
упрощен я задали нфкоторыя ограниченя для перемщенй. 

Будемь разематривать лишь т случаи, тд перемфщешя (и, +, 10) 
и ихъ производныя ио координатамь являются малыми величинами, квад- 
ратами которыхь можно пренебречь. Въ большипствв техническиую за- 
дачь приходится имфть ДЪло съ малыми деформащями, такъ какъ и въ 
инженерныхь сооружешяхь и въ натицныхь копструкщияхъ донускалотся 
лишь весьма малыл изифнешя формы. Поэтому припятое нами ограни- 
ченге не будеть имёть существеннаго практическаго зпачешя *). 

Возъмемъ внутри тёла какую пибудь точку А (% у, 5) и весьма 
близкую къ ней точку В (2 + 62, у-н 6, 2-+ 82). Пусть в, в, № бу- 
дуть проэюи перемфщешя точки А при деформащи тВла; тогда коор- 
динаты вя послё деформащи опредёлятся формулами: 


и =ани и уче а д -- #0. 


Что касается перемфщенй (%, 5’, №”) точки №, 10 для составлен я 
ихъ выражен!й воспользуемся разложещемь фАй и, ®, в въ ряды и 
ограничимся первыми членами этихъ рядовъ. Въ лакомъ случа» полу- 
ЧИМЪ; 


= 99 98 ди, 
аи, еду 9 д; 4. 
9 = % 3 р: 
ума м. 

998, 

2 у У др 88. 


*) Вопроем о яакихт оторжияхь п пиаотлииахт, тд поромщешы мовуек быень 
анохитольными, будуть разомотрьны овобо, 


Такимъ образомъ, пренебрегая малыми величинами высшихь поряд- 
ковъ, мы нашли, что относительныя перемфщеня точки В являются ли- 
нейными ф-1ями относительныхь координать (82, 6, 82). Олфдовательно, 
въ самомь общемъ случай дефориадию въ предфлахь малаго объема, 
заключающаго разсматриваемую точку тфла, можно считать однородной. 

Деформащя въ разсматриваемой точкв тфла будеть вполнф опредё- 
лена, если мы будемь знать удлинене (или сжаме) любого линейнаго 
элемента, проходящаго череяъ эту точку. Возьмемь одивъ изъ этихъ эле- 
ментовъ весьма малой длины р и опредёлимъ его первоначальное на- 
правлен!е по отношецио къ неподвижнымъ коордийатнымъ осямъ (2, и, #) 
косинусами Ь т и в. Начальныя координаты конца этого элемента по 
отношению къ разематриваеной точкф будуть: 


ар == №; бу=ы тр: 88 = #6. 


Послф деформаши эти координаты измфнятся, и мы на основаши 
формуль (а) можемъ написать для нихь тайя выражен1я: 


А 9%. 9% 9%, _ И: =) ни 
Зе рб ду 9 др в р т} т" ду РЕ 


А 9. д 
Зу-- уд р 


5 9%, 9. 9%, Ром 
Р-р 2 ду д; М = 


Длина р взятаго нами элемента измфнится и новое ея значене р, 
можеть быть вычислено при помощи формулы; 


= р’ Ц % р 
р = 5 у д2. 


Г, д 95 95] 00 9 д\ 
О о ы } =] 


— 96 — 


Выражене это можеть быть значительно упрощено, если мы при- 
мемь во зкимаше, что #, ®, № и ихъ производныя-—медыя величины и 
отбросимь квадраты и произведешя этихъ величинъ, Тогда получинъ: 


Е 
рай == р" |1 +2; + эт а Зи у, = 2т д 2" в 


ди ди 
+ 21 = 27% ). 


9% ди 

+ Зтя + 29? 5 

98 98 

Извлекан корень квадратный и пренебрегая махыми выстихь по- 

рядковъ, получимь для измфненной длины выдзленнаго пами элемента 
значение *). 

9% й ди 9. 4 
=6{1 Ри ни % [5 р 
р в + тт" 9 Г 


} дн ди ‚‚ [98 И 9 | 
м ( — 52) — 2 | Га 


Относительное удлинене въ направлен р будеть равно: 


42 ди д 69 
и от т ( о я 
ду 


е 9 0 9% 
ди 1% 9 
и т 9% ... : (16} 


Такимь образомъ удлинене июбого хинейнаго рлемента, проходящего 

черезь разсматриваемую точку, можеть быть опредфлено при посредетв® 
9% 00 ди Е 

шести вехичинъ, 5:., (+ 8)" дя которыхь въ дальнфйтемь при- 


мемъ такя обозначешя: 


9% _ 0 _ 
8 = Руби 
94 4% 


=: д 


тж“ 
Выясиимь физическое значен!е этихь величииь. ПоложимЪ, что ли- 


нейный элемепть р взять въ яаправлени оси д, тогда 


= т = 0; я=0 


*) При изллечеки зоряя принлмаемтъ во злимане, что дия мапыхе значе а 


можно моложтаь УГ За 214. а. 
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и формула (16) даетъь намь для удлиненя въ направлени оси х-овЪ 


значене: 
ди 


а ор" 

Подобнымь же образом можно показать, что величины 6, И е,, 

представляють собой относительныя удлипеня въ каправяени осей у и 2. 

Разсмотримъ теперь зваченя величивъ е,, е„ и е„. Пуеть АВ и 

АС (черт. 5} два безконечно малыхь элемента, 
параллельныхь направленямь хи 4. 

При деформащи относительныя перем - 

. щеня В.В’ точки В въ направлеяе оси у 

и СС' точки С въ направлеви оси 2 на 

основаи формулъ (а) представятся тактъ: 


Е 


9% [р 
РВ н 
ВВ = 95 8% 60! = р: 8. 
Благодаря этимъ перем щенямъ, прямой Черт. 5. 


уголь ВАС обратится въ острый уголь 

В'АС. Мы будемъ имёть сдвигъ, величина котораго опредфляется умень- 
шещемь первоначально прямого уга ВАС. Принимая во вниман!е 
малость перемёщен!й ВВ’ и СС’ мы можемь положать: 


д вАв =®; бла = 8% 


и искомый едвигъ представится такъ: 


_9.®. 
вы би Г 0 


Подобнымь же образомь покажемъ, что величины е„, и @, предста- 
вляють собой сдвиги, соотвфтетвующе осямь де и у. 

Удлинене 6, любого элемента, проведеннаго черезь разсматриваемую 
точку равно: 


в == Ре 5 йе, = и?в„, --- фе —- тие, + тв. , : (16') 


Оно опредфляется при поередетв» шести величинъ е„„,..,6,,, кото- 
рыя условимся въ дальнфйшемь называть составляющими деформации 
65 данной точить. 

Зь.случав однородной дефорлинии, и, и и в — линейныя ф-и коор- 
динать, поэтому составдяющуя деформали (6... .е„.) будуть постоянны 
по всему объему тёла, 
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При деформащи кромё диинъ измфняются также и паправлешя ли- 
нейныхь элементовъ, проходящихь черезъ разсмалриваемую точку. Есяи 
черезь |, м, из, обозначимъ косинусы угловъ, которые линейный эле- 
мент р (1, т, п} состазллеть съ координатиыми осями послф дефор- 
мащи, то получимъ для опредёлешя этихъь косипусовъ ф-лы: 


2 9 9] _ } 
| & |1 р по | = 
ди дн дв 
= фев ии в 


де де 9 
т, = Гут + "у 


р 
1 
19 ди (тес ди | 
в, = д м р я —& ри | 
Если взять два олемоита р (р т, я) ир’ (Р, и’, ®), то косинусь 
угла между пими послф деформаши будеть равелъ 
609 (15 р’) = ВВ мт -- в! 


или вставляя вуйсто [,...®’ ихь значешя, опредфляемыя по форму- 
ламъ (5), найдеуъ: 


608 (р: ру’) ==’ ними! 4-ти) (1 - в, — @'„)--2 (везти взли’)-- 
в, (и = вия) не, (и -н  -не,, (ви -ь И»). . . (18 
Если возьмемь два взаммно периендикулярлыхх направлешя, то 


ф-ф- ти -- аи =0 


и ф-ла (18) дасть намь выражеше для сдвига, соотвётствующаго взя- 
тымь направленямъ *). 


$ 12, Поверхность кефоржажуя. 


Пользуясь фолой (16'’) легко даль геометрическое представяеше для 
измфненя удлинешй е, въ зависимости оть напразлоня. Будемъ откла- 
дывать оть начала координать по паправленио каждаго линейнаго оле- 


*) Утоль мешду р м р’ будеть мало отличаться отр прямого, портому 
сов (рь› В’) съ точноенью до молыхь зывшаго порядке ирогь наль уменьшен 
первоначально прямого угла. 
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мента р отрёзокъ 7, длина котораго обратно пропорпюнальна корню 
увалратному изъ абеолютнаго зиачешя удлипен1я е,, тогда 


А 
т = у. ... . (@) 
и Ф 
Координаты концовъ этихъ огрфаковъ будуть 
г=И; у =; =... .... 0) 


Величину е,, опредфляемую изъ ур-я (а), вставляемь въ формулу 
16'), тогда на основанш (5) получимъ; 
, у 


Фи Е еду в." ету 5 езде -- влуа == 5 №. . . (19) 

Такимъ образомъ концы везхъ отпоженныхь нами отрфзковъ распо- 
лагаютоя по поверхности ‘второго порядка, опредфляемой ур-емъ (19). 
Поверхность эту называють яовержностимо деформацан. Виль поверх- 
ности деформащи вполнё опредёляется деформащей въ разематриваемой 
точкВ и не зависить оть выбора координатныхь осей. Мы всегда мо- 
жемъ выбрать нанравлене осей такимъ образомь, чтобы члены в% ур 
(19), завлючающие произведеня координать, пропадали. Для такого на- 
правлешя осей 


т. в. углы между этими осями при деформаи не мфняются. Направле- 
ня, соотв®тетвующя этимъ осямъ, будемъ называть злавными напра- 
влевями деформамёи, а соотвфтетвующия имъ удлинешя злавными удли- 
нвяни. 

Предположимь, что координатныя оси (2, у, 2) совнадають съ `глав- 
ными направленями и величины в, е, и е, предстазяяють собой глав- 
ныя удлинетя *), тогда поверхность деформаши опредфлитея ур-емь 


. в? 6 Не = 
Узлинеше какого либо линейнаго элемента р (1, %, 2) будеть равно 


нее. (0) 


а, 2 
в = ей к еж + е, . 


Сдвигь, соотвтствующий двумъ взаимно перпеидикулярнымь напра- 
влешямь ри р’, на основанйи (18), представится такъ 


в, 2 (6 -к ети +. вии) ...... (21) 


*) Воличинь глазных» удлинонй опредфляетол тень жо, ноль п поплчина сиав- 
ныхь напражеяйй (ом. $ 8}. 


в" 
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Тахимъ образомъ деформащя въ разематриваемой точкВ вполнв опре- 
дфляется, если извфетны главныя направленя деформащи и соотвг- 
ствующёя имъ удлиненя е,, е,, е,. Въ самомъ общемъ влучаф, сллова- 
тельно, деформая сводится къ растяженямь по тремъ взаимно перпеЕ- 
дикуляркымь направленямъ, 

Если у разсматриваемой точки выр$заль безконечно малый прямо- 
угольный параллелепипедь, ребра котораго д, бу и 82 параллельны 
главнымъ направлешямъ, то послф кдеформащи угин выдфденнаго эле- 
мента останутся безъ измфненя, & объемъ его будеть равенъ: 


д5ду6е (1 -не, не, -+ в,). 


2 бу бл (Г не,) (Г-н ье,) (1 -не, 
Относительное объемное растирене будеть равно 


жене 6... .. . (28) 


$ 18. Дифференщальныя завивимоети между составляющими дефоржащи. 


Если заданы проэющи перемфщешя (и, ©, %) для каждой точки де- 
формируемаго тВла, то этимъ деформащя вполнф опредфляется. ПТесть 
составляющихь дефориаци (е..,...6,,) являются извфетными ф-ями 
перемфщений #, и, № [см. (17)], и не могуть быть вс№ заданы произ- 
вольно. Между ними существують зависимости, которыя проще всего 
получим такимъ путемъ. Пользуясь обозначенями (17), составимъ сиф- 
дующёя производпыя: 


9, ди де, _ 9% 06, 9% 95 
ду? — бад да ^ бу? баду = Орду? бтду › 


откуда заключаемъ, что 


2 бе 
пе бя } 
д = ду ттт + - (8) 


Перестановкой буквъ отсюда могутъ быть получены еще дв такого 
же вида дифференщальных зависиноети. 
Составимь теперь тая производныя: 


бе, 0% 0, о 90 
дудг `` дидуде” де `` 050: = 9509 


де, в и бы 9 9% 0% 
ду — д2ду " деду} 08 — 002" даб 


9, 9 0е„. де. де, 
2 р ( ее 99) ...... 09 


Подобнымь же образомъь можемъ составить еще двё такого же вида 
дифференщальныя зависимости. 

Такимъ образомъ шесть составляющихь деформаши должлы удовле- 
творять тремъ ур-фямь вида (23) и тремь ур4ямь вида (24). Въ эти 
ура входять лишь вторыя производныя оть е,„.. .е„, поэтому въ 
тьхь случаяхь когда составляющйя деформаши постоянны по всему 
объему тёла или представляются линейными ф-ями координать, полу- 
ченныя дифференщальныя зависимости будуть всегда удовлетворены, 


ТЛАВА Ш. 


Зависимость между деформашями и напряженями. 


$ М. обобщенный законъ Гука. 


Идеально упругому тфлу, съ которымъ оперируеть теорёя упругости, 
свойствепно при дфйстым вифшнихь силь нёеколько измфнять свою 
форму. Опредфленной систем вифшнихь силъ соотвфтствуеть волн 
опредвленное измфнеше формы тВла. Въ предыдущихь выводахъь мы 
еще не пользовались этой зависимостью между силами и вызываемыми 
ими деформащями. При изучен капряженнаго состояя въ данной 
точкВ, мы выдзяяли безконечно малый злементь и къ нему примфняли 
ур-я статики абсолютно ‘твердаго тфла. Это дало намъ возможность 
установить зависимость между запряженями ло различнымъ площадкамъ 
п опредёнить напряженное состояе въ данной точкф при поередетв® 
шести составляющихь вапряжешя (Х,.,.У,). При `раземотрёи де- 
формашй мы исходили изъ допущеня, что проэкщи перемфщенй 
(и, 9, №) малы и представляются непрерывными ф-ями координать 
точки (2, У, 2). 

Па осповаши геометрическихь соображешй мы зыясвили вопрось о 
деформащи въ данной точкф и опредфлили эту деформацио поередствомъ 
шести составляющихь деформации (е.„.,.. .е„). Для устаповлетя зави- 
симости между составляющими вапряженя (Х,,...У.} съ одной ето- 
роны и вывываемыми ими составляющими деформащи (6... ..8„) съ 
другой, необходимо ближе’ опредфлить физичесыя свойства идезльнаго 
упругаго тфла. Чтобы наши дальнфйше выводы по возможности ближе 
совпадали съ дёйствительнастью, мы при установлени упругихъ свойствь 
нашего идеальнаго твла воспользуемся данными опытовъ, произведенныхь 
надъ дфйствительными тфлами, обладающими въ болышей или меньшей 
степени свойствомъ упругости. Такихъ опитовъ, ноторые давали бы воз- 
можность непосредственно установить зависимость между напряженями 
и деформащями не имфется. Мы ие имфемъ средствъ для эксперимен- 
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тальнаго опредёлевя составляющихъ напражешя (Х.,...У.) въ какой 
либо точкз деформируемаго тёла *); по возможно съ большой точностью 
опренфлитв 1 внфиия енлы, которыя вызывають деформацию тфла и 
деформаиги отдфльНыхь элемептовь на поверхности деформируемаго твла, 
а таюжо поромфщеня отдфльныхь точекъ при деформалия. 

Закопь, устанавливаюций зависимость между внЫышними силами и 
вызываемыми ими изузненями формы хЬла, быль установиень еще въ 
1676 году анпмйскимь учелымъ Робертомь Гувомъ (Пофез Нооке) 
Овъ его формулироваль такимъ образомт: «Ш фелзю, $6 тб». 

Подь Тепыю Гукъ подразумбзаль не только расхяжеше, а вообще 
пеякаго родя деформацио упругаго тфла, Словомь Ув онъ опредфляль 
впёпиою силу или систему силь (напримвръ, пару силь), вызываю“ 
щихь изучаемую деформацию. Гукъ доказываеть открытый имь законъ 
чисто экспериментальтымь путемъ, онЪ ссылается на опыты. съ спираль- 
вой рессорой, опыты съ раетяжешюмь дуинной проволоки и съ изги- 
бомь деревяппой балки, запрфоленной однимъ концом, и во всфхъ этихь 
случаяхь отмфчаеть пропорцюнальность между дТйствующими силами и 
вызываемыми имн деформащями, Дальнфипия мпогочисленныя изелВдо- 
вая вполиф подтвердили справединвость закона Гука для мпогихъ дЪй- 
ствительныхь тёль п установили гВ продълы, изъ которыхь не должны 
выходить доформащи, чтобы завонь Гука имёлъ мфсто. Предёлы эти 
весьый различпы дла различныхь тфль, Въ то время, паприм$ръ, какъ 
желёво и сталь сиЪдують закону Гука въ весьма широкихь предёлахъ, 
таге матемалы какъ чугунь уже при сравинтельно малыхъ напряже- 
ШяхЪ отклоннются оть закопа Гука *%), 

На основаши имфющихся многочиеленныхь опытовъ принимають 
для идеальнаго упругаго тфла, съ которыыь мы имфемь дфло въ теори 
упругостн, законъ Гука въ обобщенпомъ вндф; допускають, что въ важ- 
дай точиё деформированиаго “бла составляюция напражешя (Х„,..,У,) 
лвляются линейными ф-1ями оть составляющихь деформащи (6... , 6, 
Вь этомъ обобщенномь видё завопь Гука пе можегь быть провзрень 
непосредственнымь онытомь н въ его справедливости мы убЪждаемея 
путем проьфркн тёхь заключен, которыя изъ обобщеннаго закопа 
Гука могуть быть получены апанитическимь . путемъ, 


=) Въ случай плоской деформаще прозрачныхь упругихь тёлт ивсяфдоваше 
лдоформащи при помощи помяризованнаго овфта даеть косвенный опособъ лая 
опредьней!я сославаяющихя, наприжешя мъ зныдой чочив бла. Эчоть попрось бу- 
докт. разсмогрьнь ниже въ отдёль плоской задачи. 

+*) Исморичвошя данных относительно уствновлеша и дальнйтаго рааптиня 
закопа Гукь ныфютел въ хнигь ЧУ. 7. Тоъеввол, Май. Тьоогу оЁ ШавыоНу, отр. 162. 

24%) бублювог, Везонее 4, Пецьвовел Рнуя. бозыаорай 1905 г. 


6, п. Тиват. 3 
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Одно изъ самыхъ существенныхь соображенй, говорящихь въ пользу 
закона Гука и распрострапяющяхь этотъ законъ на тв случаи, когда 
части деформируемаго тёла находятся въ движения, было высказано 
\юкеб’омь. ‘Онь показаль, что свойство упругихь тЪль совершать изо- 
хроныыя колебавя есть сифдотве того, что паприжешя, возникающя 
въ тёлв при малыхь деформашихь, лвияются линейными фумыв этих 
деформаий. 

На осповаши этой линейной зависимости Эвокея установиль еще 
одно положен, натедшее большое примнен!е при рфшев/и задачъ 0- 
противлея матераловь и теорш упругости. Если между напряжешями 
и деформащями существуеть линейная зависимость, то при позрастантя 
напражешй въ нзоколько разъ деформаши возрастуть во столько же 
разъ. Шели деформащя является результатомь дёйствя на упругое тёио 
ифекольнихь системь вифииихь синь, то ве можно получить, суммируя 
леформащя, вызываемыя отдЪяьцыми системами салъ, При этомт, ко- 
нечио, предполагается, что перемфщея точекь тёла настолько малы, 
что деформащи, вызываемыя одной системой силъ, не вносять измфне- 
ый въ дЪйсгве другой системы, и что ири изучена напраженнаго с0- 
стоятя можно но произволу брать или то расположеше точевъ тфла, 
которое соотафтствуеть его естественному состоянио или то, которое на- 
ступаоть послЬ деформащи. Это положеше мы въ дальнВишемъ будем 
пазываль прмиииоме слорбея дения силе *), 

ВромВ экепериментальнаго обосновашя закона Гука дёлались неодно- 
кратимя нопытян и математическаго доказательства справедливости этого 
загона. 

Основатели теоши упругости, Навье, Коши, Пуассонъ, ‘исходивиле 
пзь предотавлешя молекуларнаго стросим упругаго тла, получали за- 
гоиъ Гука какъ результать нфкоторыхь предположен!й относительно силъ 
взаимодфйств:я, возникающихь между молекулами при деформации 
вастолщее время этоть способъ доказательства уже оставленъ и законъ 
Гука прянимается обыкновенно какъ обобщене многочисяенпыхь опы- 
товт, произведенпыхь надъ упругими тблами. 

Линейная зависимость между шестью сосавилющими папряженя пъ 
данпой точкВ и естью соотвфтотвующими имъ составляющими дефор- 
маши въ самомь общемъ случа можеть быть представлена та: 


*) Иекточитольцые случаи, гдЬ припциць спожови дъботыя сниъ но ямфеть 
боль будуть разомогрёны из отдфть тонклкъ стержней к пхаслиноцть, 

#*) Отпосящаяея к эному вопросу литерилура приведено вл статьй С, К, МИ- 
№юги А, Тивро, отр, 32, Ом, Боле; 4, Маё, У внеласв. Ва. ТУ 1909 г. 


Се.» Сов -Н баб, баб, № блье. Е бобы | 


аб 


Ро балеаь Н Саьбьь Г бабу 


В - (28) 


Вь эти выраженя для напряженй входять 36 постоянныхь велит пят 
{2 ,.. ба), характеризующахъ упрумя свойства тЬла. Въ дальнёйщемь 
будемь ихъ называть упрлими постоянными. ЗВеличины эти очевидно 
пизюЮтЪ то же измфреше, что и напряженя [ : ] и танъ какъ нри 
малыхь деформащяхь составляющя е„. . .е„, малыя  отвлеченпыя 
числа, то нфкоторые изъ’ поэффищеитовь с... -6„, будуть навфрное 
велики по сравненшю съ составляющими напряженй. 

Дальше воспользовавщись свойствомь упругаго тБла накоплять энер- 
ги въ обратимой формВ и составивъ выразжете для внутренней эперми 
деформированнаго тФла, мы сможемь упростить выражешя (25) и при- 
ведемь число упругихъ постоянных къ 21. Такимъ образомъ для опре- 
дзлешя упрусихь свойствь однороднаго тВла, въ общемъ случа необ- 
ходимо задане 21 посгоянныхь величинъ. Лля такого тфла два одина- 
ковыхь вырфванныхь изъ него элемента будуть обладать одинаковыми 
упругими свойетвами лишь въ томь случаВ, вели эти элементы одина- 
ково орентированы, Упруг!я свойства въ какой-либо точиз та м}- 
няютоя въ зависимости оть направлешя, Въ дфйствительныхь тфлахъ 
имфется обыкновенио различиаго рода симметр!я въ строеши и въ упру- 
гнхъ свойствахъ, что даетъь возможноеть получать дальнфйшее сокраде- 
16 числа постоянныхь, характеризующихь упруМя свойства тфла. Мы 
въ дальнфйшемъ будемь заниматься почти исключительно такими тфхами, 

`У которыхь упругя свойства по вефыъ направленямь одинаковы. Тамя 
тёла называются изотровными. Для опредЪяеня ихь упругихь свойствъ 
необходимо имфть лишь дв? упругя постояппыя. 


$ 15. Общее выражене для Энерми дефориажь. 


Упругое тло обладаеть свойствомъ накоплять энермю въ обратимой 
формё. Если внфшнимь снламъ, дВйствующимь на упругое тЪло, дать 
безконечно малыя прираденя, то это вызоветь соотвВтотвуюлия безко- 
нечно малыя изизнешя деформациг. Работа, которую при этомъ дЬй- 
ствуюцёя па тфло силы совершать, будеть равняться соотвфтствующему 
приращепно потенгмальлой энерйи деформароваянаго тфла, Если теперь 
устранить сообщенныя силамъь приращеня, то тбло приметь свою иерво- 
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начальную форму и при этомъ пропзведеть работу какь разъь равную 
той, которая была затрачена па измфиеше деформащуи тбла. Составим 
выражеше дла работы выфыщнихь силь при измфлеши леформащи тёла. 
Дэя упрощевя разсужденй ограничимея разомотрЫмемъ эломеятарнаго 
прямоугольнаго параллелепипеда, грани котораго параллельпы коорди- 
цатпыму плоскостямь и ребра соотвЪтственио равны 8, ву и 82. 

Если такой элемепть мысленно выдфлить нзъ леформнрованнаго тЬла, 
то папряженя, соотвфтетвуюрия грапямь элемента, явятся для знемеята 
вифзшнимн свлами. Предположим, что всё составляюция папряжешя 
хромй Х, обращелются въ иузль, тогда на выдЗленпый эломенть будуть 
дЬйствовать силы лишь по гранямь перпеядикуляриымъ оси 2. Силы 
эти будуть нормальны ть этимъ гранямь и равны Х,8уд2. Оообщимь 
сизамъ безкопечно малыя праращетя 8Х., у да. Это вызоветф язмфие- 
зе деформащи выдёнеинаго элемента. Пусть де, представляеть воот- 
вБтствующее измфнеше относительнаго удлинешя въ направлеи оси #. 
Тогда работа сплъ, приложенныхь хь элементу, соотвфтотвующая такому 
немфненио деформанш, будеть заключаться между значешями 


Хм. иду и (Х, 8х). 808 8. 


Препебрегая малыми высшаго порядка, полагаемъ, то работа вийт- 
них силъ въ Эт0мь случаф равна 


Бели бы по гранямт, элемента’ дфйетвовали лишь вилы, соотвётетвую- 
ствуюеная касательнымь папражешямь Х, то разсуждан подобно пре- 
зыдущему, мы бы нашли, что работа, соотвФествующая приражению на- 
пряжешя 9Х, можеть быть представлена ск точностью до малыхь выс- 
иво порядка формулой 


Х, 80, 6 ду 2. 


Въ общему, случай, когда веё составляюния вапряжещя (Х,,...7.) 
отличий" отФ пуля, работа приложеннихь къ элементу силъ, соотв\г 
ствующая безконечно малымь приращешямь 8Х,. . 8, предота- 
витея формулой 


В 


(Хи Уве, 2.86. Хе, Х,8е,, - У. де.) 64 ву дл. 


Если мы черезь Ф обозпачимь отнесенную къ единиц объема внут- 
реннюю эяергпо деформированнаго элемента и черозь 89, измъиене 
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этой энерти, соотв®тетвующее приращешамь 8Х„,. . .8У,, то будемъ 
иМАТЬ 


`.® 


ЗУ =Х.. 06 „-- Убе, 2.60.2 Х,ве„-- Х. 8, + У,66, 


= 


Оъ другой стороны внутренняя энермя въ тёдь опредёляется его 
деформацией; г является ф-\ей отъ соотавляющихь деформация 6, „бы 
„льдоволельно: 


о ТТ, 
о бе др бы ро 6 др. 5 
ду 9. 
5 ба, бб ее. © 


бе А д, 78 68 
ЫЯ 
4%, 


и такъ какъ, па основани обобщеннаго закона Гука (25), составляюния 
напряженя явлаются однородными линейными ф-ями оть еоставляю- 
щихь деформащи, то потенщальная энермя 7 предетавитея однородной 
ф-ей второй степени отЪ 6... . .0,. ВФ самомъ общемт случаф такая 
ф-Йл будеть заключать 91 члеть (шесть членовъ вида 6,16’.. с © бий 
п пягиадцать членовь вида 6,.6.6,. - - быв) И представится на 
основан (25) въ такомь вид: 


7 


1 . 
9 бе ео бабье Саб ив-Н Обаабик т Стб 6 виа 


1, 
т баба Оби ОабибилЕ Оозбибь Обри, 
1 
= 


ВН бабе быбывыь-- абы вая 


Юз 


1 е 
абы ба бьбыь  баобыбуь - 


Ио 


Ву 


1 
+5 бое’ бы, 


1 . 
абы ... (7 


Тахимъ образомь то обстоятельство, что составляюния напраженял” 
являются частными производными отъ энерми деформащи У но соотвфт- 
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отвующим» составцяющимъ деформаи, даеть возможность установить 
между кооффишентами въ общихь выражевяхь (25) пятнадцаль зави- 
симостей вида с, = с, и сокрыщаеть чиехо упругихь постоявяыхь 3ъ 
общемъ слута\ до 21. 


г 


Зь продыдущихь разсунионнось мы совершенно ие упоминали о томнорызь 
явцовыкь, которыми сопровождлетол деформащя тьла. Шри намёнени дофорчелуи 
милотся темпоралура. отдфьныхт, эаомонтовт, лфша и въ ровультать пронеходить 
или выдыеи!о пин погнощеше тепиа. Еоши червь 80 обовначиьь механичеснй 
Эвитлалошеь подроднмаго тешиь, отиесенный чи единикв объема элемента тфли, де 
формецщью козораго мы слевка памфииемт, то вихонь чохранон опормш приподоть 


нас зль такому ур-ийот 
ВР хе Нба + деи ЖААы 9-Х УЛ, +80... @) 


Ур-+в 10 совпадавчт, ат, урчЧемъ (1), которымъ мы полъзовьлтеь въ предилу- 
щихь раасумдольтхь, плшь въ томъ случа, ногда 80==0, ©. в, когдь процевеъ 
проноходить адфибщичевки, Прим®рно пъ танежь уоловихь прочвнаеть процесоъ, 
когда деформащи пролеходять ст, большой бмотротой, иапримфръ, въ снучаъ 
вайрамй упругаго тЬна, Въ этом случав иашк нродылупци разоужиешя виола 
точны и состирллюцця паприженя (Хи... У,) дНатвиеельно зпроцотел частными 
производиями отъ {м Г, предотавляющей энергно‘ деформацщие, 

Состеляюцим напращели могу быть понучоны кокь частных пропаводный 
{фа 019. восталляюлихиь доформадит нь о с сея И №3 другомь крайвомь случай, 
когда доформыйин происходить весьма модлепино. При этомъ уоловы можно оли- 
аль, что томперазура деформвруемаго тёла оствется в6е преми постоянной, равной 
земпоритурь онружалядей ореды, процесс, пропеходьть изоириииевви, Въ этовть 
езучь посыл член въ ур-ш (6') не будотт равепт, вул, но вели при дофор- 
мат 16зо совориоиль позвый цяснь, то можро‘утвомждаль, Что сумма вобхь 89, 
воотвфтотвующихь этому ируговому працеечу, навфриое будеть рений нулю *). 
Точно талако сумма вевхь племонтовь 8 Г. отоящихь въ лАгой части урчя (2), репне 
пулю, такф цань тЬно веррулось пт. свое первоначальное состояли, слфдолательро 
запись его внулренией онерми овталея боль памфнощи. Но еслп сумма зовхт, 8@ 
об рапыа рулю, мо паъ (а/) зашиочаемь, что п сумма энемевтовь вида 


Хе -- У Ве, Ре, Уден-н Рубен Хе: : ©) 


такию долиша обралцельея въ нуль ири ибакомъ кругопомь процоесй,. 

Сяфдотительно, выражен (5) должна продетовнять собой понвый диффорып- 
иль и соетвалоючия пвпрящешя могуть быть полузены какь частных пропзпод= 
имя оть {-1и, продезиириощей онермю доформащи при изотермичеекоз"и процовев. 
ЗнаМимтыть, что при адюболическомт, и вноториниоскомь процовелх» -Нь ить по- 
торыхт диффороацироаяемь получаются составляюци патрипнемй, булугь раз 
энчны, а иотому будут, равинчпы м упрумя позтоянны, при помощи которыхт 
устанаптивиотел связь мозеду вап рикешями и деформаиуяый. Дли тлепль махерьичоть 
как н6зЪзо п сталь, разница мешду упругими постоянными ири адабитичовкомь 
п пзотермпяескомь процавелхь отоль по полики» что въ тохпическихь вопроеахь 
ею зсогда можно пропебречь. 


*) Шели бы это было ‘пе замъ, то мы моли бы, повторяя 
хучать тепло, по затрачивая никакой работы. 


акоЙ процевов, ло- 
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$ 16, ДальнёйшИя сокращеня чиела упрутихь поетоянныхъ. 


Выше ны уже отыйчали, что число упругикь постояиныхт, ронное пъ общемъ 
олучаф 21, сокращается, соли въ строен тёла ныбется пехал-тибо симиетр!я. 
Возьмемь, напримфръ, снучай, вода стровн{в чёча таконо, что оно облидаоть тъ 
отвощенё упругихт, свойстьъ илосноетью симыегрт п примемъ эту плоспость ва 
плоскоеть 2, Тогда выражение (27] для потенщельной опор долино оотатьсл 
беаъ наывнены, воли мы направлет!е осн 2-овЪ аамфнимь нипраниен!емъ прино про- 
тивоположнымь, При уакой замвё придетси перемьипть анашн у координаты 2 н 
У составляющей перемфщетия 2. слбдопательно, дань ипдно изь (17), помьнятся 
знаки у состалляющикь деформаи е„, и г, Чтобы выреженше дли 7 осталось но- 
намбннымь, нообходимо положить вь номт. разными пузо нооффищенты тёхь лле- 
нот. Куда ©,. И @: пкодяТЬ ит периоН степени, за нсклочешемт члена, водориа- 
шаго пропаведене е..6,» Тикимъ образомъ получаомь 


4: @) 


бат, 


Число упругихь постоянныхь сокращается до 13. 

Жоли тАло пыфоть три пваммно нерлендивуляраыхь плоскости опимотриь, то 
приннмая эти плосности за плоскости координать, занлючаемъ, что выразнен!а для 
потошцельной энорми по доншно мвнятися, ‘вопи мы шобой наъ трохт. осой дедимь 
прямо противололожное паправлеше. Три птомт, кал издно изъ (17), будуть ый- 
БИТЬСЯ ОБИ вау бы буи 

Чтобы поремёпы анаков® ве отражались на Г, необходимо 16 раненствамь (а) 
привоедииить еще олёдующи; 


еее +) 


Таниыь образомъ чнело упругихь поотолиныхь сокращается до 9 и выразеше 
дия потоиицельной энерги получает пидт: 
- ©) 


7 Ру-обе. 


Неон. 


ыС 


1 которыхь форма 


Этоть случай спымезЫм соочштетвуеть крвоталлалиь, 
пристаялцаецл прямоугольный параллецепииеде, 

Мы ножемт, полузить дольяф# шее упрощове, оси допуствыь, что по отпоше- 
10 къ каждой ив плоскостей снымотр{н упрумя споНотна зла одинёкопы. Въ 
такомъ спучав выражение (0) для потолщельной эцергт но долниго мёвятьси при 
леремвнВ осн 2 на: у, У на #, пли х ина г. Этому условшо мы удовлотнориыт, если 
попоатиьь 


вл — Са — ий С Сиб 003 РЕ би а. 


"Когда, 


1 В . 
За ыы) с быбь- вби ЧЕ .изд. (@) 


1 2 
У ры, +) 


н сботавияюния напряженя выразлтея черезъ составляюще деформацих там; 


ар 


бы би (@ Ро! 


Здьсь мы пыфомь только три унругй постояныыя, Приыбромт зикой снимезтрит 
мотушь служить криеталиы кубической формы, наиримбрь, кристалиы каменной 
воли, 

Въ случаф ивотрепнало мотерьлиа выражеле дин потенщельлой эверыи должно 
быть одно и 10 жо ври любомь вопороув коордипетныхе осей, Полк мы повернемт 
ныну сцотому оцосдтельно осы 2-овЪ па безкопечио малый уголь ®, то составлиюния 
доформаци дия этихь новыхь осой на осповаши формул. (18') и {18} предетавитоя 
такт: 


би -- Фед бу 


5 = 
3-5 (ую —И,г), ри 


д 


Выраменю (@) для потоищельной окерыи из полино изыфиитьел, если мы 
ЗывоТО и.о › би ПОДОТАВТАЬ Фр. -@;.Выполияй эту подитановиу и отбраеы- 


зая мации величины пысшихт. поридконь, придемъ въ слфдующему выражению 


Ро у иг) ен сы — бы). 


Чтобы выралеще потовцальпой онергш ие мфийповь съ поворотом роей, 
пужяо нопояыить 


Заи-Неы ви = 


Тогда вырынови для составляющихь веприжетн нанилутся таъ: 


„= 


$ 17. Изотрошное ав. 


Въ даль йштомь мы ограничимся при рышевух задачъ лить слутаемь 
изотропянго ха. Этоть случай иметь большое превтачеекое зкачеше, 
Тай молемалы какь литое желфзо и сталь по ихЪ свойствамъ въ пре- 
ЯВлахь упругости можно безъ значитольныхь ногртностей ‘принимать 
з& изотропные. Зависимость между панряженями и деформалями въ 
этом случа выражается при чосродств двухъ упругихь иостолняыхь 


р 


и мы ое безь затрудненя установим, если сдлаемъ такое вполиб есте- 
ственное допущеше. Положимъь, что въ случаЪ изотроинаго матерала 
паправлешя главныхь напряжений совпадають въ каждой точк® съ напра- 
вленями главпыхь деформащи * 


*) п слёдовательно, уголь между двумя 
взаимно перпендихулярнымн плодадками искажаетсл лищь вт, томъ случаф, 
если есть соотвтетвуюния кавательныя напражешл, Выдфлимъ изъ т$ла 
плоскостями пормальными къ главнымъ напряженямъ безконечно малый 
прямоугольный параллелепипедь. Въ силу сдмапиаго допуженшя углы 
этого параллелепипеда при деформащи не искажаются и нолное изу*- 
нене формы выдЪленяаго элемента опредфлится тремя главными дефор- 
мащами е.. 6, и е„ (координатныл осн я, 7, 2 направимь парал- 
лельно главнымь напряженямъь въ разсматриваемой точиф), соотвфт- 
ствующя имъ напряженя будуть Х,, У, и #.. Согласцо обобщенному 
закону Гука каждая изъ составляющихь папряженйя представляетея линей- 
ной ф-1ей отт составляющихъ деформащи. Напримфръ Х„ можно пред- 
ставить такимь образомь; 


Хи = Че бе, ое ь 8) 


Тажь казъ въ ралсматриваемомь случа матерюль обладаеть одина- 
ковыми упругими свойствами по веёмъ направленямъ, то въ выраже- 
ны (2) составляющия деформаши е„ и е.,, предетавляющия удлинев!я въ 
направлешяхъ, перпенхакуларпыхь Х,, должны, очевидно, войти одина- 
ковымъ образомъ, коэффищенты и с должны быть равцы между собой. 
Въ дальнфишемь условимея ихъ обозпалаль буквой Х. Коэффищенть @ 
будеть отличен отъ А, и мы для него примемъ обозначеше; 


&=А-- 2. 
Тогда 
Х, = А - 3) еь НА (ие) (0) 


Подобныя же формулы можемъ получить и для составляющихь иа- 
. пряженя У,, @, 'Такимъ образомь главныя напряжещял выражаются 
лерезъ глашныя деформаши при посредствВ двухъ упругихь постоян- 
ныхь ^ и р, которыя обыкновенно назывмоть коэффищепхами Ляме. 

Найдлемь теперь зависимость между состазляющими напряжешя и 
составляющиии деформаши при‘любомь направлеши координатных» осей. 
Возьмемъ новую систему воординатпыхъ осей (2,, И; 21). Косинусы 
угловъ,: составляемыхь этими осями съ главными (2, 9, 2) приводимь въ 
нижеслбдующей таблиц$. 


*} Это допущена пперные бышо высказано СазоВу, 


Составлаюлия напряженя, отнесенныя къ новымъ осямъ, будуть 
[ем. (10), 1. 
ХЕХ, НУ, я, 


У» = ПХ, -- ит, У, вать 


Зетавляя выбсто главныхь напряженй ихъ выраженя (5) черезь 
деформащи и полагая 


в, Не 4 в, = 6, 
мы на основаны ф-ль (20), (21) и (28} полуцимъ 


Хи б-р. Ху 


== Ве 
У = 29 -- Эви Хересе. (28) 
РИ = А бы а 


Это и будуть пужныя намъ зависимости между составляющими напря- 
жена и деформащи въ случа® изотропнаго тфла. 

Выражеше для потеншальной энерги, изъ котораго зависимости (28) 
получаются дифферениирован!емь, напиметея въ. случаВ изотропнаго 
твла таль; 


1 р 1 р В 
ЕО + дрен ее, Члена, (99) 


$ 18. Шодудя упругоети. 


Въ технической литератур выфето коэффишентовъ Ляме часто ноль- 
зуютсял. другими упругими постоянными для установлены связи между 
нопряженлый и ‘деформыйями. Выборь упругихь постоянныхь связы- 
вають съ опытами. Обыкновонно на опытв осуществяяють простёйлие 
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виды напряженнаго состояшя, и тв коэффищенты пропорщональноети, 
которые связывають ВЗЯТЫЙ ТИП напраженнаго состоящя съ соотвЪт- 
ствующимь тиномъ деформащи, принимають за упругую постоянную. 
Таюя постоянныя называють модулями упруюсти, СоотвЪтетвенно вы- 
бранному типу напряженнаго состояшя различать: 1} модуль упрузостие 
при растяжении, 2) модуль упруюсти пу сдешь и 3) модуль упруюсти 
эри всестороннеме сжании. Безъ вслкихъ затруднен! можеть быть уста- 
новлена зависимость между различно выбранными упругими поетоян- 
ными. Модуля упругости просто выражаются черезъ козффищенты Ляме 
и обратно. 

Начнемъ съ случая линейнаго напряженнаго состояшя, соотвётствую- 
щаго растяженио или. сжат призматическихь стержней. Опыты эти 
могугь быть осуществлены особенно просто, поэтому соотв®тетвующй 
модуль упругости, называемый модулемь Юнга *), дають обыкновенно 
въ технической литератур какъ величину, характеризующую упрупя 
свойства матерала. Предположимъ, что линейное напряженное состолн!е 
состоить въ растяжеши по оси <, тогда зависимости (28) между напря- 
женшями и деформашями напишутея такъ: 


Х, = 6-3 
Оо = ве, етот - @) 
0 = 2-е, 


Модуль упругости при растяжени— это коэффищенть пропорщюналь- 
ности, связываюзЙ взятое нами напряжеше Х„ съ соотвфтетвующей 
деформещей ©... Для полученя этой зависимости изъ ур-Ё (а), сложимъ 
эти уруя, и найдемъ такимь путемь выражеше для объемнато 
расщиреяя: 


Вставляя полученное зналеше 8 въ первое изъ ур-й (а), получимъ: 


х. нее 80) 


3 
ВЫ =#.е 


Множитель при е.„., обозначенный одной буквой №, представляеть 
искомое выражеше для модуля Юнга. 


*) Уопив первый установил опредфиет!е модузл упрукости при расчяжении, 
Ом. А. Соптв оё Бесбитез ов Хафитя: РЬПозорьу ап йе Мзофалцомй Аля, Гопаот 
1807, Геебите ХИТ, ‘ 
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Изъ урй (а) легко можеть быть найдена и другая постоянная, 
которой часто пользуются ддя харантеристики упругихь свойствь изо- 
троинаго матерела, именно отношеме поперечлаго сжазя къ продоль- 
ному удлиневто при простомъ растяжени. Постолиная эта побить пазва- 
зе Пуассолова отношения *), и мы ее въ дальнёйшемь будемь обозначать 
буквой ч. Второе изъ ур-й (8) даеть намъ 


АХ, 


Сравнивая полученное значеме поперечнаго сжалмя съ пайденнынь 
выше продольным» удлияентемъ е„„ помучимь; 


ее: В 


Модуломь упругости при сдвиг} называют» коэффищенть пропорио- 
нальности, связывающий одиу изъ составляющихь касатеяьнаго напря- 
жещя съ соотвфтствующимь сдвигомъ. Величину этого модуля будемь 
обозначать буквой @. Чзь урчй (28) слфдуеть 


а=в и... , 88) 


Зъ ‹лучаф веесторонняго сжайя модулемъ унругости будетъ коэффи- 
щелть пропорщональности, свазываюний величину сжимающаго напря-‘ 
жешя съ относительнымь изибнеемь объема 8. Нри такомъ папряжея- 
номъ состояти 


сяфловательно 


Фи 5 бу = 6ы == 


Изь урай (28) получаемъ 


а... . (88) 


ЕДВ чересь # обозначена величина модуля упругости при всестороннемь 
сжат. 


 *) Пупосонъ опредфанимь оту величияу звалятическямь лугемь, поход изь пред. 
попоженл, что упругое тйло сослоцть изь молвкуль, мешду которыми при дофор- 
маши вознилають дентральный енль пвакмодёНотыя, Овь назронь, зо въ лучей 
изотропнаго тфка отноптон!о мелиху продольнышь удпилошвых и понврочнымь, ода- 
зфвмь доликво ралвитьел 0,25. 
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Пользуясь ф-лами (30). , ‚(33) легко получить еще талия соотно- 
теля 
Ес Е `В з 
АИ тата, йа) 89 


Я 
Зависимости между вапраженями и деформащями (28) при пользо- 
ванши модулями упругости представятея въ такомъь вилё 


у с 
Х, = 34 | т 5 в} 
ОЗ ИИ (35) 
х,= 8%, 
Деформащи черезъ напраженя будуть выражаться тахъ 
1 } 
„в = НХ. — (У, - 2.) | 
2 м р 
и =, — 9 (5.2) | ан ь (36) 
. 1 | 
2 = п [2. —э (Хх. -- 7) | 


При пользоваяи модулями упругости можемь представить зыражен{е 
для потенщальной энерми (29) такъ 


, ° 1 , = 
7=@а [- не, т 5 + 5 (нее, ] . (8) 


ГЛАВА ГМ. 


Обийя теоремы, 


$ 19. Опредёлоще напряжений. 


При рушенуи различныхь техническихь задачь вопросъ обыкновенио 
сводится къ опредёленио прочныхь разифровъ расчитываемыхь кон-- 
струк. При этомъ приложенныя къ тФлу свлы являются извботЕыии 
и приходитсл по отимь задалнымь вийшнимь силамъ опредфлять напря- 
женя, возникаюция внутри тфла. 

Составляющуя вапряжевя (Х„...Т.) въ каждой точ тва должны 
удовлетворять дифференщальнымт, ур4ямъ равновВая: 


9х. 0х Эх, } 
д Гу тв +25 =0 

9 а ду. . 
ат У =0}. ...... (а) 
92. 094 д2 

- п рй =0 


Кромф того, на поверхности эти составляющуя должны уравновфии- 
вазь приложенныя къ тёлу вяфнийя силы, т. е. должны быть удовле- 
творены три ур-я вида 

Х, = Х. 008 (41} + Х,008 (5) + Х,с08 (55) 


.. (В) 

Уже было отмфчено, что ур-й (а) и (5) ке достаточно для опре- 
дфлешя напряжений. Необходимо принять во внимане, что вызываемыя 
натряжен!ями деформаи должны удовлетворять шести дифференщаль- 
НымЪ зависимостямь, именко тремъ уравненямъ вида 


де, 0%. _ де, 
и ть . (©) 


и тремъ другимъь урфямъ вида 


9, 90| де, . 
Се... @ 


Присоединяя эти дифференщальныя зависимости къ ур-фямъ (а) п (Ъ), 
мы получаемъ достаточно услойй для онредфленя ‘напряжений. 

При рэшени нфкоторыхъ задачь является болфе удобнымъ диффе- 
реншальныя зависимости, связывая составляюзия деформащи, зам?- 
НИТЬ соотвфтствующими зависимостями между составвяющими напря- 
женя. Необходимыя преобразовашя мотуть быть выполнены при помощи 
установленной выше связи (36) между напражешяни и деформащями. 

Вводя обовначене 


Х, +7, +7, =9 
получимъ изъ (36) 


ие +9, — 98] 


е.. = ую - $ 7. - 98]. 

Ером того | 
2 (1-н в). 

вп 


У.. 


Вставляя это въ ур-+е (с), получиыъ 


фу. 
пуда ° 


д? ид) [0 мо 
т 5 © 


1 -- и = 
+9 ( и ду 9 да 9? 

Правую часть этого ур-я преобразуемъ ‘при помощи’ позузаемыхь 
изъ ур-№ равновфия (а) равенствъ 


)=за+9 


27.00, 92, р 
ду 0% д В 
97, _ 97, ОУ, 
= в 99 ВТ 
Дифференцируя первое изъ атихь равенствь по 2, второе по уи 
складывая ихъ, найдемъ . 
97, __@ (2. 9'й, _ ФУ, 92 87 
9 95108 — 92” ву 9: Ру = 


— 48 —- 


07. м У _ 


и тс 


У, МА, 9х ду *) 
яв 


РИС 


Вотавдая этоть результат, въ равенство (е} и пользуясь дня сокра- 
меня символомъ 


Полутинъ 


и+8 [уе УХ. ] $ ("в 


9х 07 02 
== — (1 5) (- жж" 05). 


.@ 


Цодобный ще выражевя получимь и для двухь другихъь ур-й 
вяда (<). Овладывая эти три выражетя, найдемъ 


9х чу ай 
Сов = 19-59 


Опредфливт, отлода 9? 0 и вотавивъ его нъ (0, получимь 


. 6 [9х 097, 9) 9х (8 
У т а 99 =) Ро ` 8) 


такимъ же образомъ преобразуются и два другихь ур-я вида (с). Уря 
вида (4) путемъ такихь же преобразоваюй могуть быть представлены 
въ сябдующемь видф 


1 420 


й —_ 
УЕ. + 1--0 дуаа 


При отеутстии объемныхь силь или при постоянныхь силахь диф- 
ференщальныя зависимости (38) и (39) порепишутся тако: 


*) Вызисимотя оти уствнозноны 7. Е. Мюре!’омт, ск. Оп Во 90 добвтни- 
або оЁ вйгона,, Ргос. Ропа. М, 800. 81 (1800). 
* 


иных, в 


И ТЕ, + уу =0 


(19) 91, 
. 0) 


Присоединяя эти’ зависимости къ ур-Чяыъ (а) и условмямъ на поверх- 
ности (5), будемъ имфть достаточное число ур для опредъленя 
напряжений *). 


$20, Опредфлен!е перемфщенй. 


Опредфливъ составляюния напряжены, мы при помощи установлен- 
ныхь раньше зависимостей (38) между иапряжешяый и деформадями 
можемъ найти составляющя деформащи. Дальшфйтая задача будеть 
заключаться въ опредфлеши по найденнымъ деформащямъ соотвтотвую- 
щихъ перемен я в, %, м. Вопросъ этоть приводится къ интегриро- 
ванйю системы линейныхь ур-Ё перваго порядка: 


Эти шесть Ур-й заключають девять различныхь произвохныхь, Мы 
можемь тремъ изъ этнхь производных дать произвольныя значеншя, 
тогда оелальныя шесть производныхь опредфлятся изъ написанныхъ 
ур-1й. Найля такимъ путемъ значеня вофхь производныхт, мы интегри- 
ровашемъ получимъ величины перемётщенй‘ м, *, м. При этомт. инте- 
грировани очевидно войдуть три новыхъ произвольныхь постоянныхъ, 


2) Нёноторые дополнительный уолошя, козорыыт должны удозлотворать напря- 
звони ль случа аль Ограниченныхь слошнымв (но одпоовявнымь) ковтуромъ ны 
раясиотримь ниже, при рёшен т плоской задочи, 


С. П, `Тацошенко.. 4 


собдовательно, въ окончательныя выражешя #, ^ и № войдуть шесть 
произвольных ностоянлыхъ. Механинесый смыслЪ этихъ нроизвольныхъь 
постояцныхъ ясейъ, 018 указывалють на то обстоятельство, что мы, не 
мфняя деформащй, можемъ сообщить тлу перем щене, возможное для 
абсонютно твердаго тВла, 

Поремфщеше это въ общемъ случаж опредфияется шестыд величи- 


“лами, тремя составляющими перемфщешя по направлешямь координат- 


ныхъ осей и тремя вращешями относительно тёхЪ же осей. Аналити- 
чески это можеть быть локазано сльдующимъ образомъ. Пусть» №5 и, 
рёшешя урал (а), тогда м -- м, г, п в, -н в, также будуть рЁ- 
шенями отихь ур-, если только и, в; и №, удовлетворяють ур-ямъ: 


ди 91 Чи д 0 ди 0, 

А и 1 , НОА = ри 4 = 0; 

92 > а о 92 0; ду = 2 92 6 . 
д. 9%, 
О: 
48 * 9у о 0, 


Если эти ур4я продифферепцировать по 2, у иг, то пояучимь 
18 ур-й, заключающихь 18 различныхь вторыхъ производныхь оть 
№, и №. Веф эти производныя оказывалотся равными нулю, слбдо- 
вательно перемщешя 1, ®, п 30, представляють собой липейныя фи" 
оть координат. Легко провФрить, что самый обпий видъ этихъ перемв- 
щей, при наличности ур-4й (№), будеть такой: 


и =е— му ие та фе ленту. . (41) 


Очевидео а, би с представляють перемёщешя, соотвЪтетвуюция по- 
ступательному движенио, %, # и у суть элемептарныя врашешя относи- 
тельно коордвнатиыхь осей. Если мы къ диффоренщальнымь урЧямь 
равновёя и къ услойямъ иа новорхности присоодипимь еще усломя 
закрёпленя (см. $ 10), то сможем опредфлить постоянныя и. ..”, 
и, оидовательно, найдомь персяВшешя и, у и №, обусловленныя хефор- 
мащей тбла. 


$ 21. Непосредетвениое опредфлене перемёщенй. 


Въ предыдущемь р®щене задачи теоши упругости распадалось на 
дв$ части. Сначала, по заданпымъ внЪшнимъ сидамъ опредфлялись иа- 
пряжешя и потомъ уже, по пайденпымь папряженямьъ, воотвфтетвуюния 
перемфщеня. Въ нфкоторыхь случалхь, удобнйе непосредственно при- 
ступать къ оиредфленио перемфщенй &, ® и в. Для этого необходимо 
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диффереищельныя ур-]я равновая 


9%, 0%, 9х. хо 

де Ки Кот Х = 

97, ЭГ, х ду, НИ =... .. (а) 
г 99 


выразить черезь перемщеня м, © и #. . 
На основани зависимостей (28) между составляющими напряженя 
и деформащи имфемъ; 


Хх. = М2 
95 
дв 90 
Х, = = риса 
Е ре == р (= га я) 


9% ди 
Хиву = ) 


Вставляя это въ первов изъ ур-! (а), получимъ 


98 0 0% ‚9 
+ р ии (= = => -НрХх = 0; 
бе ба д он) ТВ 
Подобнымь же обравомь могуть быть преобразованы и два друмя 
ур-я системы (а). Пользуясь для упрощевя символомъ 57', мы пред- 
ставимь ур-я равновёя, выраженныя черезь перемен я, въ та- 
комь вид: 


О+-и® ть нох о 


Если тФло соверщаеть движене, то къ объемнымь силамъ придется 
присоединить силы инерщи и мы получимь такую систему дифферен- 
щальныхь ур-№: 


. (43) 


д* 
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Выразивъ черезь перемфшешя дифференшальныя ур-ая равновфия 
или двнжешя упругаго тфла, необходимо соотвфтетвеннымь образомь 
преобразовать и условя на поверхности: 


Х, = Х, 008 (25) -- Х, 60% (у) -+- Х, 608 


Подставляя выфото Х.„.. о. ихь выражешя через поромфщешя, 
получныъ: 
9 


9% ди № 
0008 (ше) ду (у д; 798 (2 ) - 


Х, ==20 08 (т) #| 


а | 608 (пе) = о 608 (уз) и 0% (2%) 


Или, принимая во винмане, что производная по пормали 


й 
ди ди бт, (ие) = би в (ик) = 
0 Ш уф 9 о 9 


получимъ 


9 йы 
Х, == 2 60$ (15) № [= +5 вов (26) = 


| 
Ур-м (43) и условя на поверхностя (44) вполнф онредвляють пе- 
ремфщеная #, о и 4, которыя совершають точки закрВпленпаго упругаго 
твла при дефорнаши. 
Вь томъ случаб когда нёть объемных силт, ур-я (43) неропитутея 
тажь: 


7) 
ив) г + ВУ = 0 


о-в -- ре = 0 уе: . (48) 
(--ь) Ш —- ВУ == 0 


92 
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Дифферевцирул первое изъ этихь ур-Ш по м, второе по у, третье 
по я и вкладывая результаты, найдемъ: 


О 


И й 9% 9 ди 
р) 9 - ьх [= я 9 


Сяфдовательно объемное растирене @ представляотея въ этомъ слу- 
чаф ф-ей, удовлетворяющей дифферелщальному ур-по: 


20 00 05 
ан Ги =... - 748 


ты 


$ 22. Одлозначноеть рёшеня. 


Когда дифференщальныя уравненя теорйи упругости установлены, 
приходится дин этихь урй рфщать два основных вопроса: вопровь 
о существовани рфщемя для составленной системы ур-й и вопросъ объ 
однозначности рошешя. Что касается перваго язь этихъ вопросовь, то 
онъ иметь чисто математичесый характеръ. Задача о существования 
интограла для дифференщельныхь ур-й теоии упругости до сихъ порь 
не вполнв разрфшена, и мы этого вопроса въ дальнфйшемъ касаться 
не будемъ '). 

Однозначность рёшошя урзй теор упругости для случая ТЁль съ 
одноевязныма контуромъ была впервые доказана Вирхгофомт *). Будемъ 
исходить при доказагельств» изъ представлешя о сетественномв со- 
стоннёш упругаго тёла. Нели на элементы тбла не дФйствують ниваюя 
объемныя силы, а также на приложено иякакихь усий къ поверхности 
тЬла, то тфло не испытываеть никакихь деформащй и ве внутреннл 
папряжевя равны нулю. Предположниъ что при задалныхь объемныхъ 
силехь (рХ, ру, р) и данныхъ усишяхь на поверхности (Х,, У., 2,) 
дафференщальныя ур-я равноввыя (3) имЪють два рфшеня. Пусть 
(^„,...У,) предетавляетр систему напряженй, соотвфтетвующихь пер- 
вому рёшенно и (Х.‚",...У/М)— второму. Составимь разности 


Х.=Х.,- ХИ,...У, = ТУ, — Ти, 
онф продставять собой систему напряжешй (Х.,..Т.), удовиетворяю- 


2} Питоратурь, относящаяся дь этому опросу ‘увазана, ль ототьв О. 'Годопо: 
<АЛвотено ЯВ еогоше 4ег шлет. Еазысннемевть, Ило. 4. Маёв. Ува. Ва. Уз п. 
2) 6. Кисььой, 3, © Мавь, 66 (1950) стр. 291. 


щихъ ур/ямъ 


и усломямь на поверхности 
0 = Х, 608 (28) + Х, 608 (0) +- Х. 008 (2) 


Напряжевя эти, какъ слёдуеть изъ понямя о естественном состоя- 
выш упругаго тёла, равны нулю. Слёдовалельно системы. напражешй 
(Х/А...УЛи(ХИ,. , Е) тождественны и урн (8) при заданныхь 
внышшихь силахь допускают лишь одно рёлюще. 

При этомь выводз мы воспользовались принлиномь вложешя дфй- 
стия силь и предположили что перемфщешя, обусловленныя деформа- 
цей тбла, не окязываютъ влышия на дФйстие вяфшияхь силъ. Въ тбуъ 
случаяхь когда принцить сножев!я дфйетья сигь ве примфинмь, одной 
и той ме системВ силь можеть воотвфтетвовать нфеколько различных» 
формь равповфоя. Этн вопросы будуть разсмотрёны инже, въ связи съ 
задачами объ устойчивости различныхь формь равновёая упругаго тбла. 

Въ случав тЬль, ограниченныхь многосвязнымъ коптуромъ, доказа- 
`тельство однозначности рфшешя ур-й теор и упругости, осповалное иа 
предетавлени о естественпомь состояшн упругаго тфла, падаеть, и мы 
будомъ, вообще говоря, получать многозначныя рёшатя. Физичасьй 
емысль этого ваключеня выяеннмь на простфйшемъ примёрф. Возьмемь 
случай КОЛЬЦА. Одиимъ илоскимъ разрЪзонь мы можеуъ обратить ЕОЛЬЦО 
въ тЬло съ односвязнымь контуромъ. Вь такомь тЗлВ при опредфлейвыхь 
виЪшиихь силахь возпикають вполн опредВлениыя напражешыя и дефор- 
маши. Вели мы удалимь выфшея сизы, напряжешя и деформащи про- 
падузь, тВло вернется къ своему естественному состоянно. Удалимъ но- 
средетвомъ плоскаго сфчевя тоны слой матемала кольца у мвела раз- 
рфза, тогда копцы разрфзаннаго кольца не будуть вовпадать другь съ 
другомь при отсутсти внфинихь силъ, и мы сможемъ привести ихъ 
хь соприкасанио лишь приложивъ вифиия силы. Продположимъ, что 
мы достигли такимъ путемь соприкасатя и скрфпиля (склоихи, спаяли) 
между собой поворхности, соотвфехвующия мфсту разра, тогда по уда 
лени вивщнихь силь въ кольцв останутся напряжежя, величина кото- 
рыхь будеть зависёть огь того, какая часть матерала кольца была, уда- 
лона у мВота разрфза. Напряженя эти, возпикаюнил, какъ мы видим, 
въ тблахъ съ многосвязнымь контуром благодаря способу изготовлен!я, 
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называють самонаиряжещями или начальными папряженя. Оки имено 
и обусловливають иногозначность рфшенй ур-й теори упругости въ 
случа мпогосвязпыхъ контуровъ *). ‘ 

На практик начальныя. напряженя играють иногда весьма суще- 
ственную роль, но ихъ рфдко удается учесть аналитически, такъ вакъ 
обыкновенио нФтъ точныхь данныхь относвтельно тфхъ условй, благо- 
даря которымъ начальныя напряженуя возникли *). 


$23. Приифнене начала возножныхь пореифщен!: къ упругимъ тфламъ. 


Начало возможныхь перем ненй, которымъ такъ часто пользуются 
при изслфдовави условй равновфеля ‘системъ, составленныхь изъ а6с0- 
отно твердыхъ тфль, можеть быть иногда съ больной выгодой прим 
нено и къ упругимь тВламъ, Раземотримь условя равновёся одной ма- 
теральной токи, принадлежалщей какой-либо систем. 

Пусть Р обозначаеть равнодфйствующую вевхъ виёшнихь приножен- 
выхЪ кф точиВ сил и Х, Т, 2 прозвщи этой равнодВйствующей на 
координатныя оси. Черезъ Р; обозначимъ равнодВйствующую вехъ вну- 
треинихь силь, представляющихь дЪйстве, оказываемое на разсматри- 
ваемую точку остальными частямя данной системы. Х„ ТУ; и Я; нусть 
обозначаютв проэкщи Р. Начало возможныхь перемфщей даетъ намь 
уравневе; , 


Хи -- У -+ 2 + Хди + Уд + ди =0,.... (а) 


имзющее мфсто при вефхъ возможныхь перемвщеняхь бы, 8, би. Уря 
вида (а) могуть быть написапы для вовхъ точекъ системы и мы сумми- 
роважемъ получимъ ур-1е; 


У би -- Ив + Рю) + > (Хдь -- Удо -- Ван) =0 ....() 


Если мы имфемъ дЬло съ абсолютно твердымъ тЪломъ, 10 въ этомъ 
случаВ разстояюя между точками систены пе мфняются и работа вну- 
трелнихъ силь обращается въ нуль. Олдовательно на всякомъ перем. 
щеши возможном для твердаго тьла будемъ имЪть 


У (и + У + 28) =0 ........ 0) 


2) Теоретически вопрос о ньчальвыхь папрямешижь въ тёлажь оъ многосвяв- 
нымь вонлуромь ‘разсмотрёнт: У. УоШета, Воть Асс: пе, Ваиа, (5) 142 (1905) 
отр. 187, 381. у 

2) Начальныя папражевя могуть возникнуть п лъ флажь съ односвленымь 
ноптуромтъ Наприыбрь, оствюцяся дейбрмыйн нин перавномфрвое остываше 
отпинки могутв служить причиной возынннбпеня' вотеотвенныхь начальныхь на- 
прямюв!Н. Сы; Рорр|, Теофл. Месь. В. 5, стр. 893 
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Упругое твло можеть совершать перохвщеньт, ие претерифвая дефор- 
маи, поэтому для пего ур-@ (<) остается въ си Бифиантя опявь 
приложенныя къ упругому тЬлу должиы удовлетворять ур4ямь равио- 
вия, соотвфтотвующимь твердому твлу, 

Мо гром перемфщешй, евойственпыхь абсолютно твердому т\яу, 
упругое тЪяо можеть совершать безчислепиое множество другихъ пойе- 
мАщенй, сопровождающихся измиищахя формы тфла. ПервыБщешя эти 
(Вы, 8%, 8) доюнны удовиетворять лишь услойямт, устаповленнымь 
для поремыщенй (в, в, м) въ упругомь тиф (ем. $ 10, $ 11). Дая 
такихъ перемфщегй второй членъ въ ур-м (5) въ нуль не обращантея 
и палало возможныхь перомфщевй в» примбиоши къ упругимъ тбламь 
получаоть такое выразжене: Форма, которую принимаеть упругое тбл 
подь дьйстыомъ внфшиихь. приложепныхь къ пему силь, характеризуется 
тфмь, что па воякомъ возможномь для упругаго тфла отилонайи отъ 
этой формы сумма работь вофхь внфпишхь и рлутрепаихь силь рална 
нулю. 

Предетавимь тепорь ур-е (Ъ), выражающее начало возможныхь иере- 
мыщешй вЪ прикфнеши къ упругому тлу, въ иномъ видф, для чего 
воепользуюмея пашими прежними обозпаченями. При составлении работы 
вившинихх силь будомт фазничаль силы. приложенимя по повврхиоети 
тВла и объемныя силы, тогда работа выфшпихь силь, соотьфустнующая 
возможным перомбщенямь (8%, 8%, 840) представится такы: 


Ах би -- Убе 2,8] 8 


= УГ ехви -НрУвь -1 


Здеь двойной иптеграяь, растространентяй мо поверхности тля, 
длоть работу поверхиоетныхь силъ. 'Рройшой иптеграль дать работу 
объемныхь силъ, 

При составлеши работы впутренниха еиль воспользуемся выражо- 
шемь дя нотонщаньной энергии: 


рб) бету. 


1 


= 02 „ ты 
зв (сн, На 


А -н2н) 


У предетавляеть собой отневециую кь единиц объема работу вфтинихь 
сить, затраченную па доформащио. Внутреншя силы упругоети при дефор- 
маи: все вромя уравновмивають вифипия силы, позюму соотв- 
ствующая им работд, отнесенная къ единицй объема, будегь равна по 
величии и противопояожна по знаку У. 
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Если мы точкамо упругато тфла дадимъ возможиыя перемещен 
$ы, 8%, ди, то прн этомъ составляюцщя деформаши получать при- 
ращеня: 

93% 
ди. 


и потенщальная энеря Т возрастеть на величину 


Р-Р, 97. и в. 
ЯР = др, ть Вен про вен 
7 97. т. 

4% Ве т орд 89, 5 де 8 


СлЬдоватольно, соотвтетвующая принятымъ возможнымъ перем ще- 
вямъ работа внутреннихъ силъ упругости, отнесенцая къ единидВ объема, 


будетъ равна 


= Ша [ (А -н 2.) 60° -- 


1 р р Г 
еее. 40.0, вв 


Работа вофхъ внутреннихъ силь упругоети представится формулой 


— ГГ а -н 25) + 


1 , , . 
тв ие, — 466, — 46.6, 44) ах дуаа, 


и ур4е ($) папишется такь: 


[вы И, 8 ЕЕ 2,8) 8 -- 


Га (Х3и + узо ай ирак || || [5 (А-н 3) 8 -- 


1 
5 ет 9, — 4016,, — Че. е,„— 4, йа] Я@еауаг=0.. (47) 


ели мы терезъ И обозначимь работу везхъ’внфшнихь силь, совер- 
шенную при леформащн трла и примемъ во внимане, что на основании 


теоремы Кляпейрона 
т=// (Хун -н Ув - 2, №) @-= [Ска - Ур-- 2) азауче, 


то ур-ю (47) можно паписать въ таомъ вид: 


8 (ти — Д/Д веба} =0........8) 


При соетавлонн веращи нужно помнить, что виёлийя силы остаются 
постоянными и мы даемъ приращев!я только перемфщешямь #, ©, #. 

Форма равновфем, которую подучаеть тёло под дфйотыемъ задан- 
ныхь силъ характеризуется, слёдоватольно, тфмъ, что фи оть поре- 
щен и, о и в, аредставленная выражовемт: 


= УЛ ан ау, 


пробртаеть значене шах. ини пып., такъ каюь первая варйымя этой 
ф-и обращается въ нуль для войхъ возможныхь перемщенй 8%, 5% и 5. 
Этимь оботолтельствомь мы въ далинйшемь будомь пользоваться и 
иногда будомь интегрироваше дифференщальныхь ур-Ёй замбиять разы 
скашемъ тах. нлн ше. фи „7. Такимь путемъ возможно будеть разы“ 
скивать нриближенныя р®шешя при изсльдоваи изгиба стержней и 
пласъиновъ. 

До сихь порь мы выбирали возможныя перемфщешя совершенно 
произвольно. Величины 8%, 8е и &% должны были удовлетворять лишь 
общимъ услойлиъ, принятымъ для перемфщелий точекъ упругаго тёла,° 
Подчинииь теперь тв отклоленыя, которыя мы сообщаемь упругому тблу, 
находящемуея въ равновн нодь дЪйстыемь заданныхь силу, дополии- 
тельному условшо, именно, будемъ брать лишь тая значешя для 
8%, 30 и би, при которыхь вийчийя силы не совершадоть никахой работы, 
Друтими словами будеиъ сравнивать между вобой лишь тамя формы, 
дня которыхъ 


ее. = Ую- Ен) 48 == 6099$ | 


р . ... (0 
/ Де (Хи Хо -н 0) езду = сот. | 
Тогда ур-те (48) дасть пам: ° 
в Дубно. :....... 9) 


Т. в. ивъ вобхь формъ, которымъ соотвфствуеть одна н та же работа 
заданныхь виЪлихь силь, форма равновёя выдёляется трыъ, что дия 


пея удовлетворено услове (49) и слбдовательно, потеищаньная анерйя 
получаеть зпачене шах. или зал: *). 

Начало возможныхь нервыфщен!Й является соммыь общимъ начвломъ столики, 
поэму изъ соот ютвузощаго ему урчя (47) могуть быть попучевы и дифферен- 
щельныя ур-М равновфайл (14) и услоши на поверхности (8), который были ранёо 
памн найдены изъ разомотрьШя услов ранновси бозхоночно малыхъ оломензовь 
доформировалиаго тёла. Дия этого нушио пропаиооти пиши вфкоторыи: прообрело- 
маш съ чпопомъ 


—8 И И / [4 оне ое, ботинки) Ча Фу ве 4) 


соотвфтотпующимт, работ4ф влутроннихь осиль упругости на припитыхь поми воз 
можныхь перемфщешяхь $ Ву н ди. Соотаваля уввавилую вимацию, и нринимая 
во виимел]е вавноимости (98) между напралошяыи и деформащями, получимт дия 
работы внутреннихь силь (9) аное пыражеше 


— Джен тра ивы бац Жаи- У,0,)@ыау аз. . (0) 


Пели мы примомъ по випмелще, что 


9: _ д8н 
7 


то выражен (8) моло будет прообравовать, выполная иптегрироваше но частяьь 
слёдующимъ образомъ 


— Д/Д хезеьаиа = у Гук беда = 
2. 
=-/ Гх 8] пачек Домен 


_ Хе, авиа = х( Е два — 
ИГ ") 
кин] ‚севу врач 

ИГО Ее = ое») д вул 


936: 08ы 
9 Году › 


8... 


Обозначая через 43 элемовть поверхности тВиа и принимая по ввимаше, что 
ду4з = @8 оз (00; диет @зсов (у®); Че бу == 408 (29), 
можемь преобравоваляое выражелио (е) предотввить тень: 


= ГУ [к (еру-г Ху оз (уз) > Х, 605 (9) би-- 


1) Возь особыхь загрудцеш можно доварать, это одбеь дёло плеть о от, 
Ом, А. Тов, ТейшоВ @ог ШИавыеЛЫЙЫ, отр. 202). Ванлючоттеми (48) тг условны (6) 
иногда пользуются для доказалельства существовашя ршешя ур-Ё теор упру- 
гости. Мошно утвершдииь, что рышош сущеотуеть, соли докааыо, что пывилол 
шри фи в, м в» козорыыь соотвьгошвуешь лир. иптограшь, / Уезд нра 
наличпосты усповёй (о). 


=(т. виз (52) - У, 008 (9) +2 Х, 005 2) Ве 


= (2, соя (оо) -1- Ву воя (уьу- 2 воз (6) $ „] ав 


А ОУ, 9 
( = ву 


8н-н 


47,00, 97, ] . 
= (+ 9 й у фе фу 


Вдует двойное интегрироване равироетрапепо по новорхноети 1 тройнос нитб- 
триролмие по объему бла. Вотавния полученное вырицинио дли работы ивутрои“ 
вихь сить въ ур4е (47) п собирая имфать еб чдоны съ множителовиь 84, в сботаиы 
етионно 85 и 8 пайдемь, что ур-де (17) при пронзвольшиахь зналещизь би, фе п ди 
будет» удовлетворено пить въ томь случа, если на поверхисети ‘тЪль выполним 
Услома 


Хуза Хроаз (нев Ху еов (ув) 9-Х, 608 (#1) 
Ур чек (еб) + У, ви (уе) - У, 008 (20) 
2, воз (поры Я, сов був) И, вой (25) 
Ц иъ каждой тоякь внутри Ана имфють вето ур-и: 


9х. - 9%, 4 
де аи. 
ах, ду, 

и 


я 


Зажыьь путем мы лах пачаша вовожныкь порн МцьшИ молим, получить 
рацфе устоцовиеници диффорешимаьная ур-4и равловьйх п условны па поверх 
побти тёра, Урче (41) можеть быть положено въ осцовиио пеей чеорйи упруго 


Въ предыдущихь разсужиещяху мы сравнивали дфйетвительную форму 
равповфер, когорую упругое уно получаот, при д®йстири заданпыхь 
сить ©ъ другими близкими ей, геометрически возможными формами, 
получвемыми путомъ перомфищешй ды, 8», дм. ДЪйествительная форми 
характеризуется тЪмь, 910 дли ноя удовлетворено ур (47). Будемъ 
теперь сразтивать дфйствительное раепродёлоне панряжень вазникаю- 
щихь въ тлф подь дзйствемь задланыхь силь съ другими, зояможныыи 
въ точки зрёшя статики, распредфлешямн папражейй. Шоеиь соета- 
вляющихь напражены ...Х, связаны можду собой тремя диффе- 
резщальными ур-ами равпонфая (12) и соли не принамаль во внимемне 
связи между нанражешями и доформащями, то можио пайзи солько 
угодно различныхь распродёльнй нытфяженй, удовлетворяющихь усло- 
зИлуь еталики. Уфуь яго выдфляется изъ воВхф этихъ статически возмож- 
пыхь распродфлощи папряжешй дфйствительное папряжевиюе состолн!е? 
Для рЬшен этого вопроса воспользуемея пачаломь возможиыхь перен 
м ыценй, Пусть Х„,...У, составляюнця напряжений, соотвбисевующихь 
дфйствительному нанряжениому состояли. 
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Перейдемь теперь къ другому распредфленю напряжешй, для чего 
дадимъ дЬйствительнымъ составляющимь папряженыя Х,,, ..У, ирира- 
щены 5Х,,...57, и выберемь соотвтетвующя приращения виинихь 
силъ такъ, чтобы были удовлетворены ур-я равновзея: 


8х, 


8Х, 608 (97) -- 8Х, са (25) 


Такь какъ система напряжений 3 Х„...АУ, и соотвфтслвующихь 
имъ вищнихь силь 84 87, уцовнетворяють усломямьъ статики, 
то работа этой системы внутреннихъ и вифилихь силъ па вслкомъ воз- 
можномь для упругаго тЁла перемзщенти будетъ равна нулю. Возьмемь 
въ калествв возможныхъ перемфщешй дфйствительныл пером щенйя %, 2, го, 
которыя совершаютт точки тёла прн дёйстви заданных силъ, и соотвфе- 
слвующя имъ составляющия деформащи е,,,...е,., тотда начало воз- 
можныхь перемвщен даеть намъ ур-ю: 


ДУ ех.и кать-- 32, и) в 


АГ (3 Хи -- 8 Рь - 820) @вауа — ГГ Гах.е.. = ЗУ, 


0..0 


82.0, + Хе, -+ ЭХ, о, -- 97, е,.) @иду 2 = 


Послфди члепь въ полученномь ур-фи можеть быть предетавлонъ 
въ иномъ вид, еслн воспользоваться выражешемъ (37) для потвищаль- 
ной энерги. Преобразуемъ это выразкен!е, вотавивь вывето составляющихь 
деформаи ихъ выраженя (36) черезъ составляюрия напряженя. ‘Рогда 
получныь: 


РЕ РА ох... УД) + 
= З (1 а) (ХХ УЛ]... . . Т) 


Приращене 7, соотвётствующее приращен!ямь 8Х,,...687, соета- 


вляющихь напряжений, будеть равно: 


Т.о 
}- 7.31 


= ах. 917, 2) 8х, +... + 


+ р.ат 


На основали этого результата и зависимостей (36) можемь порепи- 
сать получениое нами ур-® (Е) такт: 


3 ДГ Гуведуаь = / ах. +5 у. в--8 д, 4) @-Н 


+ /ГГовхь -- уо ч.3) аи... 60) 


Въ этомь ур-4и потенщальная энермя выражена черезь составляющия 
вапряженя и мы при составиени вари 8 / ДУ У Че ду 42 даемь 
эжимъ воставляющимь прираценшя, удовлотворяюйия ур-ямъ равповфая, 
При вывод ур-я (50) мы воспользовались пачаломь возмолитыху, перо- 
ыушенш и выражешемь (37) для потонщальной энер и, поэтому полу- 
зенный нами ровультать примфиниъ лишь въ упругимъ тбяамь, с- 
дующимь закону Гука, вт то вромя каь пахало возмолитыхт неремв- 
щешй примфнимо къ упругимь тБламъ съ любой завиециостью между 
напраженями и доформащями. 

Если мы при сравпени различныхь папряжелиыхь состолнйй будемъ 
давать состазляющимь наиряженй линть тая приращеня 8%... .8У., 
при которыхъ правая часть ур-я (50) обращается въ пуль, то получиыъ 


а тан но... 60 


т. в. изъ вобхъ, уковлетворяющихь указалному вьмие уеловио, распре- 
дфлешй иапряжешй дфиствительное напряжеппое состояше выдвляется 
тВмъ, что для ного потеншаньная эпормя пруобрётаетъ зпачоте пах, 
или ти. | 
Замвтниь, что ур\е (51) по форм совершенпо совпадаеть съ 
ур-4емъ (49), по тамъ мы сравиивали зпачешя потеищальной энерг!и для 
равличиыхь геометрически возможныхь формъ равновфоял, которымъ 
соотвфтотвуеть одно и 70 жо значене работы выфиннихь енль, ЗдЪеь мы 
сравпиваемъ различныя зозможныя. съ точки зрышя статики раепро- 
дфлошя папряжешй, при которыхь правая часть ур-н (50) равпа нулю. 
Зъ перзомь случай потепщальная энерыя выражопа въ вид} ф-м оть 
составляющихь деформици, во второмъ случа мы пользуемея выраяе- 
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шемь (37), т. е. представаяемъ потенщальную зпергёо въ впдь ф-т 
оть составанющихь напряженная. 

Ур-е (51) является самымт общимь выражетемъ для пзвёстнаго 
изъ курса сопротивлешя матераловъ начала наименьыней работы, кото- 
рымъ мы обыкповенио пользуемся при разыскани омииниле неизеет- 
ный? въ статически пеопредфлимыхь системахъ. Чтобы примфиить начало 
наименьшей работы, мы должны прежде всего представить потенщаль- 
ную энергйо системы въ видф фАи отъ липшихь неизвфстныхь в потомъ 
нужно для этихъ неизвфстныхь подобрать ташя зпачешя, при которыхъ 
составленное пцами выражеше для нотенщальной эперги нрюбрЪтаеть 
значене шинпиии, т. е. нужно удовлетворить ур-ю (51). Выражеше, 
соотвЪтствующее правой части ур-4я (50) равно пулю, т. к. въ случа 
примфнешя натала нанменышей работы предиолагается, что перембщения, 
соотвфтотвующя искомымъ лишнимь неизвфетнымь равпы нулю. 


КЛАВА \. 
ПроствйнНя задачи теорши упругости. 
$ 24. 
При рёшеши днффоренщальныхь ур-й равиовуеы 


= 9х, + рх =0 


. (а) 


... 


приходится для составяяющихь папряжен я Х, подыскивать та- 
ва выражешн, чтобы были удовлетворены услови над поворхноети (3) 
и крюмф того найденныя выше ($ 19) дифференщальлыя завиеимости 
{38) и (39). Зависимости эти, какъ видно изь ихь вывода (ур-@ (©), 
$ 19), связывають межну собой вторыя ироизводныя отъ ‘составляющих 
напраженя; поэтому въ ФВхф случаяхь когда удается удовлотворить 
ур-ямь равновзея (а) и усношямт на поверхпости, выбрав дия соста- 
вляющихь наряженыя постояциныя величины или липейных ф-й: кобр- 
динать, лифференщальныя зависимости будуть навфриое удовлетворены 
и взятын рышовя системы ур Ш (а) будуть рёшениями соотв тствующей 
задачи теоми упругости. 

Эти яросюйиыя задачи на основания рааличныхь произвольянхъ 
допущен относительно деформмщи тёль были разрыпены значительно 
‚ранфе установлешя общихь уруё теории упругости, Сюда относятся за- 
дачи 9 растяжении н окати призматичесвнхь стеря ой, задача о все 
стороинемь равиомбрномь сжати, чистый изгибъ привматическихь сторж- 
пей и пластицокь и кручейе круглыхь стерзиной. Ве эти вопросы 
излагаются вт, элементарномь куроф сопротивлейя матерманову и мы 
здЪсь още разъ к» нимф возвращаемся, чтобы па самыхь иростыхъ при- 


мфрахъ показать общий ходъ рёщешя задачь теофи упругости и выяс- 
нить общий методь опредфлевя перемщее точекъ упругаго тВла, ели 
извфетно распредёлее напряженй. 


$ #6. Напряженя постоянны по объему тфла. 


сли составляющия напряженя постоянны по объему тфла, то диф- 
ференщальныя ур-4я равновБыя могуть быть удовлетворены лишь при 
услоши отсутотыя объемныхь силь. Только поверхностными силами 
можно вызвать въ тлф однородное напряженное состояше и, слдова- 
тельно, однородную деформанию. 

Возьмемъ случай, когда нормальныя напряжен!я по любой площадкВ, 
проведенной въ тЬлЬ, имфють одну и ту же величину--р, тогда 


(4. (а) 


Эллипсондъ напряже! обращается въ шаръ и касательныя налря- 
жешя по любой площади обращаются въ нуль. Нереходя къ условямъ 
на поверхности (3), заключаемь, что по любой нлощадкВ, совпадающей 
сь поверхностью тфла, нормальное напряжене должно равняться — ин 
касательное равно нулю. СлВловательно, напряженное состояне (а), ко- 
торымь мы задались, можеть быть создано въ упругомь тВлё равномВр- 
дымъ воестороннимъ сжатемъ интенсивности $. Что касается деформа- 
ай, возникающихь при этомъ, то оф были разсмотрфны (8 18) въ связи 
въ опредлешемь объемнаго модуля упругости. - 


$ 26. Напряжейя линейно завиоять отъ координать. 


Въ качеств» примёра разбмотримь напряженное состояне, опред$- 
ляемое слфдующими значешями еоставляющихь напряженя: 


Хх. У, =х Х, У =0; =... (а), 


з О ы 


тдЬ й ускореше, соотвфтствующее силё тяжести. 
Чтобы дифференщальныя урфя равяовзая 


9х, 2х, , 2х 


ет т”. ВХ 

ОР, ду ду. 

бе Сев = деи ь (0 
И ай оу ; (5) 


92. 200 92 


и ыы 


Г бе Пг 


-ей =0 


© 


6. П; Тимошенко, 


были удовлетворены, нужно положить 
Х=У=09 и й=— 9. 


Олфдовательно, взятое нами напряженное состояне (а) можеть воз- 
никнуть въ упругомь тд при дзйстви силы тяжести (065 2-овъ пред- 
полагается направленной вертикально вверху). 

Разсмотрииъ тенерь, каковы должны быть усишя, приложенныя по 
поверхности тВха, чтобы напряженное состоян!е (а) имфло место. Изко- 
мыя усишя мы найдемъ изъ условй на поверхности: 


= Х, с03 (#0) + Х, 003 (в) += Х, 608 (#2) 


У, сов (шь) = У, е0з (40) - 7. 605 (25) 


2, 608 (28) -+ 2, с0з (уе) + Е, 608 (20) 
При принятомъ распредёлени напряжен (а) найдемъ: 
Х, = У, = 0; 2, == ура со (26), 


т. в. по поверхности тёла должны быть распредфлены усиля, имфюня 
направлен оси #-овъ, причемь интенсивность этихв усишй пропоршо- 
нальна косинусу угла, составляемаго нор- 
мальо къ поверхности тёла въ раземалра- 
ваемой точкВ съ осью 2-овъ. 

Еели тфло представляет собой цилиндрь, 
высота котораго равна { (чорт, 6) и образую- 
щи паралиельны оси #-овъ, то для боковой 
поверхности с0з (2) обраается въ нуль, сл#- 
довательно равны нулю и соотв тствующия 
поверхностныя убгилля. Для ворхняго осно- 
ваня 


рез 


608 (#6) = 1, 


Черт, 6. поверхностныя усишя равном$рно распре 
дЬляются по этому осповалио, и интенси. 
зноеть ихъ равна 907. По пижнему основанию, г 


поверхностныя силы равны нулю. 
Такимъ образомъ взятое нами напряженное состояще (а) представ 
ляеть ‘собой распродфлен!е напраженй, возпикающихь въ дилинхр® подь 
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дйстыемь силы тяжести, когда верхнее сфчеше цилиндра закр®илено, 
Нели бы мы завкрёпили нижнее основаше цилиндра, то вывсто растяга- 
вающихь напряженй #, мы получили бы сжимаюлщия напряжения. 

Волье общее распредьлене напряжешй мы получимь, если предио- 
ложныъ, что цилиндрь погружень въ жидкость и на него, кром соб- 
ственнаго вЪоа, дёйствуеть гидростатическое давленше *). 

Перейдемь теперь къ опредфленю перемфщен!й, соотвфтотвующихь 
принятому распредъленю напряженй. Составляющия деформащи выра- 
зятея черезъ составляющуя напряжен!я елдующимь образомъ: 


. ие + (©) 
2. ..... 

р @ 
9% 9 

2 6, == 6, Е бу 9 .. (в) 
На основаши (с} можемъ написать ‘для и выражение: 

а 
м, ее, 


28 


тдЪ в, неизвфетная пока ф-1я отъ д и у. Второе и третье изъ ур-йй (6) 
перепишутся тажь: . 


9% 44 _ 9% 9 _ 
а в, 


_- 
ду 9 
и мы получимъ для перемфщенй и и 2 выраженя: 


д 
9% 


9% 
ра Е Ни ——& На 


у 


тдф и, и, являются ф-1ями только х и у. Вотавляя полученныя для 
ино выраженя въ ур-я (4), найдемъ: 


29 9 се. 


9 9. 
о и о 5... . 8 


д Гу 2 


и тавъ какь и, И 9%, оть.2 не зависять, то, слдовательно, 


д № . би, _ 9% 260 
ды = ду 9; да д =... -® 


*) С, бътов, РЫ, Мар, (Чек, 6} т. 8 (1901) 
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Вотавляя вырожешя для % и ® въ первое изъ ур-Ё (е), пайдемъ 


и тавъ какъ №0 и 6% ОТЪ #8 н6 зависять, то должны быть выполнены 
уелов1я: 
9 _ и + 9 —о б) 
92 9 ВИ <’ ‘ 


Ив основанш (1) и (1) можемь написать выражешя для фАЙ и», 
и %%. Нетрудно видъть, что мы удовлетворимь воЪмъ услов:ямъ, положивъ: 


р Я у") + же -- ВИНТ 


5 


бо 


9 =— —Ти-н-в 7 


РЕ 


наи Ну) не -- М -т 


Шесть произвольныхь постоянныхъ, которыя вошли въ выраженя 
для перемщешй, соотвфтствують перекфщешямь цихиидра, какъ твер- 
даго тфла, Чтобы устранить возможноеть‘ поступазельнао движешя,. 38- 
крёпимь верхнюю точку А (# = у = 0, # = 6 оси цилиндра. Возмож- 
ность вращенй будеть исключена, если мы закрёиимь линейный эле- 
менть, проходящй через» 4 и совпадающий съ осью 2, и элементарную 
площадку; совиадающую 6ъ плоскостью 202 (8 10, 4-ла 16). Дия опре- 
двленя произвольныхь побтолишыхь получимь въ точкф 4 слёдующия 
есть условий: 
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‹ Вставляя ВЫФсто %, ® и № найденныя вызпе значенйя и полагая въ нихъ 


получим 


сл®довательно 


Окончательно дия перемфщенй получимь выражен: 


з . 
В див `& 92 в ее + Е чи) 9. 


и - я 


Точки, лежащя на оси цилиндра (= у=0), совершають пря де- 
формащи лишь вертикальныя неремвщенл: 


ср + 

и 28 — #), 

Друйя же точки, благодаря ноперечному 
ежалцо, сопровождающему продольное растя- 
жене цилиндра, будуть соверпать не только 
вертикальныя, но также и горизонлальния 
перемфщеня. Лин, паралдельныя оси ци- 
линдра до деформащи, становятся послё де- 
формащи наклонными къ этой оси. Видъ 
Деформированнаго цилиндра въ искаженномъ Черт. 1. 
масштабВ представлень на чертеж» (7). 
Какое-либо плоское поперечное сВчене цилиндра, опредвияемое ур-емъ 
&=с, обращается послё деформащи въ поверхность параболоида вращенйя: 


де ри да 
ое + 5 в эн 9) 
$ 27. Кручене призиатическихь стержней кругового поперечнаго офченйя. 


При элементарномь изолёдованш: напряжешй, вознакающихь въ. слу- 
чаз кручешя ‘круглыхь стержней, исходятъ изъ предположенй, что 


плосшя поперечныя сфчешя скручиваемаго стержня остаются и посл 

деформацщи плоскими, а радусы, проведенныя въ плоскости сфчени, 
остаются прямыми, 

Цакъ слёдетве этихъь допущенй нолучаемь, что но плоскоетямъ по- 

перечпыхь сфчешй скручиваемаго стержня дфйствують лишь касатель- 

ныя напряжения. Величина этихь налря- 

жешй въ какой-либо точкф 4 (черт. 8) 

поперечнаго сЗченя проноршональна раз- 

стояшю этой точки оть центра сфчешя 

0, а каправлеве перпендикулярто \ь 

У направлен 0.4 соотвётетвующаго радуса. 

`° оли ось #-овъ совпадаеть съ паправле- 


% земь оси цилиндра, то элементарная теория 
кручешя даеть намъ для составляющихь 
м напряжешя значетия: 
Черг. 8. Х,=У=И.=Х, =0 


Хх, =— тра 


Здфсь черезь т обозначень уголь закручивашя, приходялийся п 
единицу плины стержня. 
Легко видёть, зто дифференщальныя ур-я равновВая 


=0 


при взятомъ распредфлени напряжен будуть удовлетворены только в5 
томъ случа, если нёть объемныхь силь *) и, слВдовательно 


Х=У=и= 


Что касается услов на поверхности; 


Х, = Х, 603 (#0) + Х, 603 (у) - Х, 003 (2%) 
У, == У, с08 (#5) -= Т, с0з (уи) += У, 608 (#0) 
2, = 2, 008 (10) = 2, с08 (ур) -- 2, с08 (20), 


*) Номбинируя заятыя эдёсь напришезия о напряженями (а), разомотрьнныхи. 
ль предыдущемт паратреф®, легко найти напряжо!я при однопремонноме дЬй- 
сти крученм н расляжеря соботвеннымь вфсомъ. 
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10 вь данномъ случа они перепишутся такъ: 
Х, = Х. 608 (20); У, =Т, 603 (#0); 2, = 2,608 (10) -н 2, сз (у%). 
На боковой поверхности цилиняра 


608 (26) = 0, 
слёдовательно: 


Х, =У,=0; 2, = р [-— 9603 (20) -к 2603 (0)] . . (а) 


Въ случа кругового сфченя дня вслкой точки контура сфчешя 
будем имть: 
& _ 608 (20) 


и ^ 608 (46) 


слВдовательно, усимя 2, также обращаются въ нуль. Боковая поверх- 
ность. цилиндра, при взятомь нами распредфлент напряже, будеть 
свободна отъ веякихь усилй. | 

Если-бы сфчене стержня было не круглое, то для осуществлешя 
принятаго распредВленя напряжевй пришлось бы кромё усил по кон- 
цамь приложить еще усишя 2, по боковой поверхности стержня, Рас- ` 
прелвленте`‘этихь усилёй онредфлится усяощемъ (а). 

Для основан цилиняра 


608 (20) — 603 (98) = 0; 608 (20) 1, 


поэтому ЗАВСЬ 
х=4;.  1=Т, 


т. е, усишя по концамь стержня должны быть раснредблены по тому же 
закону, что и для любого поперечнаго сфчевя. 

Такимь образомь принятое въ элементарной твори распредфлевше 
капряжени ‘при крученш удовлетворяеть дифференщаяьнымь ур-ямъ 
равновфия и усломямъ на поверхности, Что касается дифференщаль- 
ныхь зависимостей (38) и (39), то он назфрное будуть удовлетворены, 
такъ кань вапряжевя представляются линейными ф-1ями координать, 

Нереибщешя точекь сторжия ири кручени ‘могуть быть найдены та- 
кимь ие путемъ, какъ и въ только что разсмотрённомъ случаВ растя- 
жешя стержня подь дЪйствемъ собетвеннаго в}са, 

Неремфщеня эти представятея ф-ами 


% у: © == 09; 6 == 0. 


$ 28. Чистый изтибъ призматическихь стержней. 


Предположимъ что стержень, ось котораго совпадаеть съ осью 2, 
изгибается парами синь, приложенными по концамь и дЪйствующими 
въ ОДНОЙ ИВЪ злабныха плоскостен стержня (черт. 9). Эту плоскость при- 
мемь за плоскость 27, тогда составляющия напряженя, получаемыя на, 
основаши гипотезы плоские слченй, будуть слёдуюция: 


Х. ЕР, 


Х, = У, = 0; 2, и. . (а) 


Здвеь + — кривизна изогнутой оси стержня (мы ечитаемъ ее поло- 
жительпой, когда стержень гнется выпуклостью вверхъ). 
Покажемт, что получаемое алемен- 
ы тарнымь путемъ распредфлене напря- 
жен (а) представляоть точное рёшен:о 
д задали въ томъ случа, если напраженя 
по кониамъ стержня распредфлить тадъ 
* же, какъ они расиродфланются по любому 
= поперечному сфченио стержня. 
Черт. 4. Легко видфть, что въ дапномъ случай, 
какъ и въ предыдущемъ, дифференщаль- 
ныя ур-йя будуть удовлетворены, если нфтъ объемныхь силь, Условия на 
поверхности приводятся къ слёдующему: 


, 608 (#0) = — т 08 (2г). 


Для призматическаго бруска с0$ (26) на боковой поверхности равенъ 
нулю, слфиовательно эта поверхность свободна отъ усишй п принятое 
распредфлеше напраженй возникаеть подъ дфИствюмь усилёй, распре- 
двлевныхь по концамъ. Для концовъ стержня 


608 (86) == == 1; 


слфдовательно, по концевымъ сфчешямъ стержня дВйствують лишь нор- 
мальныя напряжешя, мфняющяся по линейному закону. Дегко пока- 
зать что эти усимя приводятся къ парф силъ. Въ самомъ дёлЪ: 


ео 
> ЧЕ 
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такъ хадъ ось д совпадаеть съ осью стержня и. слёдовательно прохо- 
дать черезь центры тяжести поперечныхь сфченй. Моменть этой пары 


относительно оси у будоть равень 
Е и 
м=е [Гат 9. 
= / ы В’ 
у 


тдВ /— моменть инерщи поперечнато сфченя относительно оси у. 

Разсмотримъ теперь перемёщен!я, возникающуя при чистомь изгиб 
стержня. Пользуясь выражениями (&) для напряжешй, мы получаемъ 
слёдующя значетя составляющихь деформащи 


2...) 


= 6: = 6, =0 .... 


6, 


На основанн (5) заюнючаемь: 


16 №, — ф-я только оть ши у. 
Ур-я (Я) дають намъ: 


28 №’ № ду ' 
откуда: 
2 9%, 9%, 
О - ВЫ бу 2-4. 


ЗдЪеь и, и , неизвфотныя пока ф-м оть 2 и 9, 
На основан ур-Ш! (©) получаемъ теперь: 


9 ди _ 92. д, 
а 2 ду 


и такь какъ ати уря должны быть. удовлетворены при всякомъ 2, то 


слёловательно: 


9 9, _ 5 
07 9 


: 
шо + Р, (0 и = + 9. 
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Зосмользуемся теперь первымъ изъ ур-Й (8). Вставляя въ нею 
выето и © найденныя выше выражомя, получим: 


общ, ЭР. 9 9, _ 


2 Ё 0, 
909 ву Е 95 

Откуда заключаемъ: 
2% о. 98.0), 9. 9% 


ду 95 В 
Мы удовлетворимъ вовмъ условямъ, если положимъ: 
, 
Рф = уни В = фе 


40, = т + пу нь. 


ЗВъ такомь случа для перемфщен получатся слёдующия выражена 


% = к 9 ау — ту 
эй 28 
г= — = - иг В 


а 


В 


в= -- ту уно 


Шесть произвольпыхъь постоянныхъ, которыя вошли въ получепныя 
выраженя для перемфщешй, могуть быть найдены изъ условй закрыт 
левя. Мы закрЬнимь лЬвый конень оси стержня, тогда въ точк® 0 


(уже 0), ви =0 


д _ 4 ди 


вит и=о 


ЗВыраженя для неремфщежй примуть такой видъ 


в = р [о (д — у] 


лу 


Если мы возьмемь какое-либо поперечное сфчен{е стержня 
# = 6015 
то посл изгиба точки этого сфченя будуть лежать въ плоскости 
= 0 (1 —*. 
В 


Свчешя при деформаши остаются плоскими. 
Чтобы получить испривле!е оси стержня положимъ въ выражешяхь 
для перемфщенй 


я =у=0, 
тогда получимъ 
з 
% 28 9 = = 0. 


Олбдовалельно кривую изгиба при малыхь прогибахь можно при- 
нать за дугу круга, 

Разсмотримъ теперь искажене поперечнаго сёчешя стержня. Дия 
упрощеия предположимь, что сёчене представляеть собой прямоуголь- 
никъ (черт. 10), уря сторонъ котораго тавя: 


#==4 у==5. 
Если черезь с обозначимь разстояюе взятаго сёчешя оть закрёи- 


леннаго конца стержня, то ур-фя сторонъ сВчешя 
послё деформащи напилутся Тань: 


о: 
| 


= с = = 6” 6 Гр я 
= жани=ач 58 +58 @ у) 


У=н 5 Но == о 
Верхикальныя стороны прямоугольника оста- Чарт. 10. 


нугся прямыми и только наклонятся къ оси 4, 
горизонтальныя же стороны искривятел (ем. черт, 10). Уря этих 
кривыхь имбютъ ВИДЪ 


а 
= 5 
2 = — вр 909. 


При малыхь деформащяхь можно считать, что верхнее и нажнее 
основашя ‘прямоугольника искривляютея но дуг круга радгуса 2. 

Замфтимъ, что такое искривлене иметь мёсто лишь въ томъ слу- 
488, если перемфщеня малы по сравненю съ поперечными размёрами 
стержня. . 


ГЛАВА \1. 


Плоская задача теории упругости, 


$ 29. Плоская деформация. 


Деформацию тёло назызають плоской, если перемфщеншя вофхь его 
точекъ параллельны одной и той же плоскости (плоскости деформаши) 
и зависять лашь оть координать точки въ этой плоскости. 

Примемъ плоскость ду за плоскость деформащи, тогда перемфщеня 
ино будуть фАяыи оть а и 9, в перемыцено 0 равно нулю. Не 
усложняя дальнфишихь выводовь мы можемъ на плоскую деформадио 
наложить равномриое растяжеше въ напразлени оси 2. Въ такомъ 
случа перем5щеве # представится линейной ф-ей оть 2. 

Мномя весьма важныя техничесыя задачи съ большей или меньшей 
точностью могуть быть приведены къ случаю плоской доформащи. Вся- 
ый разъ когда мы имЗемь дфло съ длиннымъ цилиндрическпыь или приз- 
матическамъ тВломъ, подвергающимся дЪфйствШо силъ, пе мВняющихся 
въ нанравлеи длины тёла и нормальныхь къ этому направленно, 
можно считать, что въ мфетахъ, удаленныхь оть концовъ цилиндра, всё 
элементы, на которые ‘мы можемъ нодраздВлють тВло системой попереч- 
ныхь сфчев!й иерпендикулярныхь длинф цилиндра, испытывать одну и 
ту же деформацию. Перемфщене какой либо точки оиредфляется ея 
координатами въ плоскости соотвфтетвующаго поперечнаго сЪчен!я н не 
зависить отъ положешя этого ефчешя по длинф цилнндра. Заключен 
это, приводящее задачу къ случаю плоской деформация, очевидно бу- 
деть тЬмъ точнЪе, чфмъ дальше равсматриваемое сфчеше отъ копцовъ 
цилиндра. 

Ёъ такого рода задачемъ можно отнести, напримфръ, расчеть цилин- 
дрическихь трубокъ, подвергающихся дЪйств!ю равномфрнаго внутрен- 
няго или наружнаго давленя. Для велкаго удаленнаго оть концовъ 
трубки элементарнаго кольца, выдфленнаго двумя пяоскостями, перпен- 
дикулярными осн трубки, деформащи будуть приблизительно однЪ и 


т 


18 же и мы можемь огранпчиться разсмотремъ одного олементарнаго 
кольца. . 

То же можно сказать относительно деформащи цилиндрическаго катка, 
сжатаго между двумя плоскостями (черт. 11) силами, равномЪрно рас- 
предфлеипыми по длияЪ образующей цилиндра. Примрно въ такихт, 
усломяхъ находятся катки мостовыхъ опоръ. 

При расчеть подпорной стфнки (черт. 12), имыощей большую длину 
въ направлони перпепдикулярномь плоскости чертежа, мы также мо- 


Черт. И. Черт. 12. 


жемъ ограничиться раземотрёшемь одного элемента, выдФленнаго изъ 
стёнки двумя сфчешями, перпендикулярными къ паправлениою длины 
стБнкв. 

Точно также можно привести къ плоской задач расчет пилиндри- 
ческаго свода, если длина его въ направлении образующей велика по 
сравненно съ пролетомъ и нагрузка въ направлен образующей ве м$- 
няется, 

Выяснимь теперь т упрощея, которыя волучаются въ общей за- 
дея твори упругости въ случа плоской деформащи. При сдёлаппыхъ 
предположешяхь относительно неремфщен! заключаемъ: 


ди 
= 
9 
= 0; уе + @) 
ди 
6, = = 0 


Если на плоскую деформацио каложить равномьрное растяжеше въ 
направлени оси #-овЪъ, то для е,, получимъ постоянную величину. 

Что касается составляющихь напряжешя, то на основагйи (а) за- 
ключаемъ: 


СлЪдовательно, ось 2 будеть одной изъ главныхъ осей. СоотвЪтетвую- 
Щео ей главное напряжеше 2, не равпо, вообще говоря, нулю и мо- 
жеть быть выражено черезъ составляющя Х, и 7, 


Вь самомь ДЬЛЬ, на основаши зависимостей (28) между капряже- 
вями и деформашями имфемъ: 


Складывая первое и второе ур-1я, найдешь выражен! для объемлаго 
расширен: 


9 9 1 
Жид и (>. + 7). 
Слфловательно 
2. = бы (К. = о. +, 


2а-+и 


Такамъ образомъ задача теори узфугости въ случа плоской дефор- 
маши сводится къ разысканию трехъ составляющихъ: 


Х.. #, 


В 


и Х,. 


Дифференщельныя урл равиовёоя (14) въ случа плоской дефор- 
мащи получають видь 


9х. 9%, 
де ду "РХ=0 

еее : (63) 
7, _0У, 


9% ду Е = 


Третье ур-е равноввиял отпадаеть, т. к. по предположению соста- 
вляющая 2 объемныхь силъ равпа нулю и составляющая напражешя 
2, зависить только оть 2 и 7. 

На практикВ обыкновенно приходится имфть д%ло съ силой тяжести, 
поэтому мы въ дальнёйшемъ ограничимся лишь этимъ случаемь *) и 


*) Вевь воякижь затрудиенЁй выводы могуть быть обобщены и распроотралевы 
на вой 2 случом, когда объемпыя силы имфють потенталь, бы, Г. Н. Ме, 
Ргос. Т.ол4, М. оо. т. 81 (1899), ‘ 


направляя ось у-овъ вертикально внизъ, перепишемъ ур-я (52) въ та- 
ком вид: 


эх. ох, 

ав Коду = 0 

о 63) 
О ани 
ини = 


] 


лее - (99%) 


9% 
Хх, = — 80 — 9 


Здфеь ф — произвольная пока ф-я от фи у. 

Задаваясь различными выражешями для ф, будемъ получать на осно- 
ван (54) зпачешя напряженй, удовлетворяюнця ур-янъ (53). Чтобы 
нет вефхь этихь возможныхь съ точки зрфшя статики распредфлен 
напряженй выбрать систему напряженй, возможную въ упругомъ тёл», 
нужио для фи ф подыскать такое выражеше, при которомъ были бы 
удовлетворены дифференшальныя зависимости (40). Ветавляя вЪ эти за- 
висимости выЪсто СоСТАВЛЯЮЩихЬ На, яжешя ихъ выражения через ф 
(54) и принимая во внимане что 


9 = Хх, + У + 2, = (+9 (Х. + 7, 


. найдемъ, что фУЧя ф должна удовлетворять дифференщальноку ур-ю 
четвертаго порядка: 


.... (55) 


Къ тому же ревульталу мы пришли бы, если бы выфсто дифферен- 
щальныхь зависимостей (40) между составляющими напряжешя взяли 
зависимости (23) и (24) между составляющими деформащи. Въ случа 
плоской деформаши намъ нужно будеть удовлетворить лишь ур-1: 


#е. _ 
ди Кд = ду 


+} Выражен!е составляющихь напряжен!я чореаь пропаводныя отъ одной и той 


же 1-4 <(2у) было впервые введено 6. В. Ату, Тюзёол РИ. Ттаза, 58 (1863) 
поэтому ф (2) иногда навывають фЧей Ау. 
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(остальных ур4я тождественно удовлетворены). Ветавляя вмбсто соста- 
вляющихь деформащи ихъ выражешя черезь напряжешя и пользуясь 
ф-ами (54), придемъ къ ур-ю (55). 

Тажимъ образомъ, въ случа плоской деформатщи, задача твори упру- 
гости сводится къ разысканио одной фчи $, которую условимея въ 
дальнфйшемь называть фуниией напряженай. 

Фая эта должна быть выбрапа такимъ образомъ, чтобы въ каждой. 
точкв тбла было удовлетворено ур-Ёе (55) и кромВ того были выпол- 
нены условя па поверхности твла. Если заданы дЬйствующия по по- 
верхности силы, то условя эти представятся въ такомъ видф: 


Х, = Х, 008 (20) = Х, 608 (5%) | 


‚ . (56) 
У. = У, 608 (#0) + Т,с08 (9%) } 


Есяи на плоскую деформадио налагается равномёрное растяженше 
ВЪ направления оси 2, при чемъ е,. — в, то отъ этого не мВняются вы- 
раженя для составляющихь напряжены Х,, У, и Х,, что же касается 
составляющей ., то она представится въ такомьъ вид: 


^ ЗА-2 , 
20-5 = #7 ры Ноа (х. 7, + 


АЬ 


$ 80. Обобщенное плоское напряженное соотояне. 


Сейчасъ были выяснены т упрощеня, которыя получаются въ общей 
задач теорн упругости въ томъ случаф, когда тВло имфеть форму весьма › 
длиннаго цилиндра. Оказывается, что тВ же упрощешя при пфкоторихь 
допущешяхь *) могуть быть получены и въ другомъ крайнемъь случа, 
когда тфло цилиндрической формы имбеть весьма малую длину, т.е. пред- 
ставллеть собой тонкую пластинку (дискЪ), ограниченную задапнымь 
коитуромъ. 

Толщину пластинки, соотвфтетвующую весьма малой длин цилиндра, 
обозначимь черезь 24. Плоскость ху расположимь перпендикулярио 
образующимь цилиндра такимъ образомь, чтобы она дёлила длнпу ци- 
линдра (толщину пластинки) пополамъ, тогда оспованя цилиндра, соот- 
вЪтствующуя поверхностям пластинки опредёлятея урчемь д == 3-4, 
Тацимъ образомъ расположениую плоскоеть зу будемъ называть средин- 
ной плоскостью пластинки. 

Будемъ разсматривать случай, когда объемныя силы постоянны п 
нормальны къ образующимь цилиндра (2 = 0), поверхности пластинки 


*) Сы. 1. М, 6. ЕНоп, РЬЙ, Чтьше, Воу. Зоо, т. 201 (1908) стр, 67. 


свободны отъ усилий (7. = &) и поверхност- 
ныя усилл, приложенпыя по контуру пластинки, дЪйствують въ средин- 
ной плоскости (27). При этихъ условяхь срединная илоскость не искри- 
вляется, пластинка не претерифваеть изгиба и при малой толщинф 2# 
составляющия напряжетя Х.,...Т, навфриое весьма мало измняются 
при измфнени координаты 2. Въ такомъ случаз средныя по толщин 
значешя составляющихь напряженя въ достаточной степени характери- 
зують напряженное состояше и опредфлене этихь среднихъ значешй 
имфеть большое практическое значене. 

охраняя для среднихъ значенй составляющихъ напряженл прежея 
обозначеня и отмФчая ихъ лишь чертой вверху, будемъ имфть: 


1 -» 
х = Хы 
ь 
+ 
= [у,4; 
—й 7, 4; 
№ 
+ 


1 


их 42. 


-_^ 
Связь между этими средними значенями напряженй получимъ изъ 
дифференщальныхь ур-й равновфст: 


9Х. 05, 95, хо 


ду 9 
У, 97. 
т -5: + 07 = 


Унножая эти ур-ёя на 42 и интегрируя ихъ въ предфлахъ оть — # 
до + В, иридемъ къ ур-ямъ: 


р р ие. (07) 
= у У = 

дз + бу +7 =0 

Вь случаВ дёйствя силы тяжести, имфющей ваправлеве оси у ур-я 

эти перепишутся такъ: 


ан. 288) 


© 


0. П. Темошенио. 
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Ур-+я, связываюния средшя значешя напряжен совершенно совпа- 
дають съ урчями (52) и (58), получеппыми въ случаё плоской кефор- 
мащи, Мы можемь средшя значеня составляющихь напряженя выра- 
зить черезь производныя фи напряжеый ф ири немощи ф-ль (54) 
Легко показать, что и въ этомъ случа фЧл ф должна удовлетворять 
ур-вю (55), если только мы примемъ, что составляющая папряженя 4, 
обращающаяся въ нуль на поверхиостяхь # - 1, равна нулю по 
всей толщипВ пластинки. При малыхь толщинахьъ пластинки, такое до- 
пущене навфрное будетъ весьма близко къ дЁйствительноств, т, к. при 
сдБланпыхь предположешяхъ относительно вибтнихь силъ пе будеть ни- 
какихь причикь, которыя могли бы вызвать значительныя напряжения 4, 


Полагая 2, == 0, получимъ для среднихь значенй составляющихь 
деформации выражешя: 
1 а и 
6, == 5; (Х,— 9Ё,) 
ви == 
г, = 


Выражая составляюния напряженй Х,, ‚ При помощи фе 
(54) черезь ф и вставляя полученцыя такикъ путемъ средтия зналеня 
составляющихь деформащи въ ур-: 


. (@) 


придемъ къ ур-нйю (55). 
Тоть жо ревульлоть мы, ковечпо, получшии бы п въ томь случай, вела бы 
выфето уря (а) ввялн соотв тствующео ему урче 


{Г 9) 722, а, 


связышоощее составляюция нопряжени!: (ом. ур-+я 40) н вставили въ него оредий 
значешя этихъ- состазляющихъ. 


Принныей зо ониман!6 что ,=0 п поновывая на осцовьи (46}, что 


24 24 _ 0% 
92 -( "а =)» 
придемъ иъ ур-нио (56). 


Такимъ образомь опредфлеше напряжеши въ случа плоской дефор- 
мащи и въ только что раземотрённомь случаф, который мы назовемь 
обобщеннымь плоским: напряженнымь состолиёеме, сводится къ рено 
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одного и того же дифференщельнаго ур-я (55). Что же касается дефор- 
маши, то онф въ этихъ двухь случаяхь будуть различны. Въ самомъ 
ДЬЛЬ, въ случа обобщеннаго плоскаго напряженнаго состояшя мы по- 
ложили 2, = 0, сл5доватольно 


ди 
20 == = 
+- 2 Е 0 
откуда 
ди _ ). [ 9 де 
дер 8" я 
Для объемнаго расширеня получаемь формулу 
95 0 дю 2 95 _ 9 
пони = г [#, %\. 
9 ду * 92 кз (# +9) 


Составляющя напражен!И выразятся черезъ перембщеия при помощи 
формуль: 


24% [08 06 [2 
ура (= - + в 
2, (дн, 5. 
= (= ы *) 1% ду 


[2 9% 
Х=ь (> + ®. 


Сравнивая этотъ результать съ формулами (5) предыдущаго. пара- 
графа, заключаемь, что перемвыешя въ слузав обобщеннаго плоскаго 
напряженнаго состоявйя могуть быть получены по 1$мь же формуламъ, 
какъ и въ случав плоской деформазт, нужно холько коэффищеять ). 
замЪнить величиной 

ЕВ 
А+ 

Вопросу объ интегрирован ур-4я (55), къ которому сводится рф- 
шеше плоской задачи теор!и упругости, посвящено цёлый рядъ работъ *). 
Выяснено, что ур-е это вполнф опредёляеть ф-10 ©, если на ковтур% 

. & 
заданы значеня ф и ея производной по нормали 5. Вь зодачахъ те0- 
рии упругости обыкновенио задаются силы, приложениыя по контуру, 
тие 
вЪ такомъ случа$ граничпыя значешя фи я могуть быть найдены изъ 


*) Соотвытотвующая литература приведена въ дпосортаще А, Тнаре, Иейаейг. 


& Маб, п, РВуз. т. (1905) стр. 848, 
6 


уеловй на, поверхпости: 
Х. = 5, 608 (26) + Х, 608 (95) | 
У, = И, ед (ик) -н У, 008 (у) ] 
Вставляя вмвсто составляющих напряженя ихъ выражен черозь у 


и принимал во внимане, что при 
у у прнпятомъ расположеши координать 


5/4 (черт. 13) и указаниомъ стрёлкой 
направлени отсчета дуги $ 
99 9 
2 603 (56) = я 608 (уг) = го 
Черг. 18. получимъ изъ условй (р) при озоут- 
стыи объемныхь силь 
к #2) 
0%0у 88 0у 
и 
$ 9% 


ТДВ а и В произвольныя постоянныя. 


й $ 
Значене производной по нормали гы на коптур® пластиики. получится 
` изъ формулы 


Ге К 


—% % = 
4 у ев (20) + у 908 (ур) = 


Яя мм. 


90 
Нужно только вмфето СР ия подставить найдеипыя выше выраже- 


ня (с). Зналене ф-и ф ва контурВ, па основаши выразжеийй (с), пред- 
ставится въ такомъ видё: . 


— ; 9 : 
Ф = [Не — НЕ в &- -Н 90 -- В+ т. - (9) 
$ $ 


Въ это выражен входлть постояпныя а, В и 1. 
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Въ случа простого (односвязнаго) контура мы можемъ, не нарушая 
общности результата, положить эти постоянныя равными нулю, такъ какъ 
прибавлене къ фи напряженй линейной ф-и оть хи у не оказываеть 
Ниязкого вляшя на величину напряжешй, выражающихеся черезъ вто- 
рыя производныя оть ф. При сложныхь (многосвязныхь) контурахъ, на- 
примврь, въ случа плоскаго кольца, постоянныя а, В и 1 на каждомъ 
контур® будуть имфть свое значеше и ихъ приходатся опредфлять изъ 
условй однозначности перемфищений "). Въ первомъ случа распредфлев!е 
напряжей вполиф опредфляется ур-4емь (65) и усимями, приложен- 
ныии по контуру. Выражешя для составляющихь напряжен!я не будуть 
заключать въ себЪ упругихъ постоянныхь’и распредфлене напряженй 
не будегь вависёть (въ случа изотропнаго тВла) отъ упругихъ свойствъ 
матерала. Во второмъ случаф приходится принимать во внимаше выра- 
женя для перемфщенй, и напряженя предетавятся формулами, содержа- 
щими, вообще говоря, упру[я постоянныя матерала *). Распредёлене 
напряжений будеть м8няться въ зависимости оть упругихь свойствъ ма- 
терала. 


$ 81. Рашене плоской задачи при помощи лзлыхь полиномовъ. 
` 
Опредълеже напряженй въ случа плоской задачи сводится, какь 
было сейчас показано, къ разыскакно рфшей ур-ня: 


у 95 49% 09 


де = тут ду коль `@ 


удовлетворяющихь ваданнымъ условгямь на поверхности. Шели контуръ 
пластинки представляеть собой вытянутый прямоугольникъ и усилАя, распре- 
двленныя по длиннымь сторонамъ этого прямоугольника, могуть быть пред- 
ставлены пфлыми алгебраическими ф-ями координать, то выгодно брать 
рёшеня ур-я (©) въ видв пфлыхь полиномовъ *). Такъ какъ напряже- 
я выражаются вторыми производными отъ ф; то выбирая рёшеше ур я 
{&} въ видЬ полинома второй степени, придемъ къ однородному напря- 
женному состояню. Въ случаё полинома третбей степени напряженя 
представятся линейными ф-1ями координать и т. д. 


5 бы Л Н. МееЪеЙ, Рьое. Тода. М, Вос. 31 (1899). 

2) 2. . М:Ъе] показать въ выше цлтирозанной работВ, что и въ одуча мыо- 
тосвязныхль нонтуровъ раопредёлоне наприяженуй но завиолтл отв упругихь свойотвъ 
малерьаль, соли толкво выблы:я силы, приложенимя къ каждому отдльному кон- 
туру, продотазляють опотему оильвванмно урвзновёивающияся или спотему, при 
водядкуюся въ нарВ сил, . 

2) Сы. СЬтее, Ноу. Вов, Ргос, т, 44 и ОпафеНу Зоптлай о, МеёВ, т,.99, А, Мов- 
побаг, 0. В, т. 132 стр. 1416. Н.6. ЕМол, РЬЙ, Сипов, т. 201 `(1908) отр; 1457 Мер" 
2. & Ма. п. РЬуз, т. 52 (1905) отр. 848. 
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Равсмотримъ подробнзе вЪоколько простьйшихь рьшешй, которым 
воспользуемся въ дальнёишемъ при опредфлеи напряжешй въ ивгибае- 
мыхь балкахъ. 

Направимъ ось х параллельно длиипымъ сторонамь прямоугольника 
(черт. 14). Если для ф4и папряжешй взять выражение: 


о Е 


[27 
ежу Но 9", 


ф = 


то составляюзуя напряженя будуть ' 


9% 
д» 950% ь, .@) 


Такъ какъ коэффишенты а, 6 и ©, совершенио произвольны, то мы 
можемъ подобрать ихь такь, 
чтобы получить простое растя- 
жеше пли сжаме въ наира- 
влеши оси 2 пли оси у; а 
также чистый СДВИГЪ ВЪ Н0- 
скости Фу и различныя комби- 
паци этихь простВйшихь де- 
Черт. 11. формашй. 

Возьмемъ теперь фУю на- 


Ы 


РО ОН ЗН ЗИ: 


пряжен!й въ вид полинома третьей степени: 


Составляющя капряженя представятся ф-лами: 


„ „ 
И О 


— 4:5 — су, 


Если веб козффищевты, кромё 4,, въ выражеши (6) положимь рав- 
ными нулю, то получимъ случай чистаго изгиба полосы (черт. 15) ся- 
лами, распредфленными по сторонамъ д = == 1. 

Точно также коэффищенту а, будеть соотвфтетвовать чистый изгибъ 
усилями, распредфлониыми по сторонам у = == с. 

Если коэффищенть 6, или с, будеть отличенъ оть нуля, то кромв 


3) Объемныя сплы полегаемь равными пулю, 
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кормальныхь мы будемъ имфть также и касательныя напряжения. На 
черт. 16 представлено распредёлене усил по контуру пластинки въ 
томъ случа, когда $, отлично оть нуля. 
Пока мы выбирали ф-ю # 

напряжешй въ видВ полино- 
мовъ второй или третьей сте- 
пени, коэффищенты въ этих» 
полиномахь могли быть совер- 

шенно произвольными, такъ И 
какь при. всякихъ значеняхъ 
коэффищентовь  уре (а) 
будеть удовлетворено, Въ случа полиномовъ высщихъ степеней ур-е (а) 
будеть удовлетворено лишь при опредВленпыхь соотношеняхъ между 
коэффищентами. Возьмемъ, напримръ, для ф-и напряжешй выражене 
въ вид полинома четвертой стеиени: 


Черт. 16. 


вр и 
2. ТТУ 13.29 +4.8.9. 


Ветавляя это выражене въ ур-е (а), найщемъ, что оно будеть удо- 
влстворено лишь въ томъ случав, если 


в, = — (20, + а,). 


Для составляющихь напряженыя найдемъ выражен/я: 


д 
х, = я ей + лу — (20, на) у’ 


о 
У, = иг я Ву + с, 
9% 
Х, — беду Зелу 
Коэффищенты а,,...@; въ этихь выражешяхь совершенно про- 


извольны. Если положить’ вс ихъ, кромё @;, равными нулю, то 


получимъ: 
Х, =ами: У, = 0; х, й 9... .. (4) 


Соотвфтствующее распредфлеме усилй представлено на чертеж (17). 
Зозьыемъ теперь ф-1 напряженйй въ видф полинома пятой степени: 


_®_— 


Ветавляя это выражеге въ ур-е (а), найдемъ между козффищептами 
талля зависимости: 


в, = — (в, + 34;; В=— : (1, -- 24). 
Составляющя напряженя представятся такъ; 
Хх, = я = + ау — о, За) в" — я (5, = 24.) 
У, = 99 ал + Блу в ву + о ры 
х, % = р а — слу — ау - : (2, +- 3а,) и*. 
Въ этихь выражешяхь мы можемъ коэффищепты а„,...4: выби- 


рать совершеняо произвольно. Въ дальнфйшемь памъ понадобится случай, 
когда всф эти коэффищонты, кромф 4, равны нулю. При этомъ услови 
составляюния напряженя представятся ф-ами: 

2 
7$ 
Мы получаемь такимъ’ образом распредфлеше напряженй для прямо- 
угольной полосы, по продольнымь 
сторонамт которой приложены 
равиомёрио распредфлепныя нор- 
маЛЬНЫЯ папряжешя 


Х, =Чу 4; Х, = — Чу. :.(@) 


и касательныя папряженя 


Хх, 


у 


— а, 
представяяющеяся, какъ и въ ранфо раземотрённомъ рьшенги (6), линейной 
ф-тей оть , (черт. 16). 

Мы огранитимся пока этвый простишими рыменями и приифнинь 
ихъ къ изояфдованио изгиба балки силой, приложенной на конц м на- 
грузкой, равномфрно распредфленной по длинф. 


$ 88. Изгибъ балки оъ задфланнымь концомъ визой, приложенной къ 
свободному концу. 


Предположима, что балка, представленная на (черт, 18) изгибается 
силою @. Гази®ръ балки въ направлени перпендикулярномъ плоскости 
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чертежа (ширина балки) может» быть или очень большимъ, тогда будемь 
ныть дЪло съ плоской деформащей, или наобороть весьма малымъ, 
когда напряженя можно замфнить ихъ средними значешями по ширин 
и правести такимъ образомъ опредёлене напряженй къ рено обобщен- 
ной плоской задачи. Бакъ въ первом», такъ и во второмъ случа ширина 
балки не будеть играть никакой роли и мы въ дальнфйшемь будемь 
полагать эту ширину равной единице. @ будеть представлять въ такомъ 
случаВ изгибающую силу, отнесенную къ единидф ширины балки. 


Черт. 18 


Для опредфлешя напряженй въ равсмалриваемомъ случа. восполь- 
зуемся рёшенемъ (&) предыдущаго параграфа (черт. 17). Чтобы освобо- 
диться оть касательныхь напряжешй по верхней и нижней гранямъ 
балки, наложимъ на рёшен1е (4) напряжешя Х, == — В, соотвЁтетвуюцщя 
чистому сдвигу, и подберем значене коэффищента 2, такъ, чтобы было 
удовлетворено условие: 


—Фе-ьно.. еее + (9) 


Намъ нужно теперь освободиться оть нормальныхь напряженй на 
конф балки (2 == --й, такъ какъ предполагается, что изгибъ балки 
производится касательной силой @. Достигнуть этого, мы можемъ, при- 
соединяя къ рфшеншо (4) чистый изгибъ Х, = 4:9 (черт, 15) и под- 
бирая неопредфленный пока коэффищенть @, такъ, чтобы было выпол- 


нено услове: 
а -н ау =0. еее. . @ 


Окончательно на основаши рёшеня (4) и условй (а) и`(5) полу- 
чаемъ для нашей задачи такое распредфлене. напряжений: 


Х.=-—40—3у 


%=0 ие: 69) 
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Легко видьть, что при этомь верхняя п нижняя граяи балки будуть 
свободны оть всякихь усилй. На кондЪ балки $ = -- $ дВйствують лишь 
касательзыя пепряжешя, которыя могуть быть приведены къ одгой попе- 
речной силЪ. Остаетсл подобрать неопредфлениый пока коэзффищенть 4, 
такь, чтобы эта сила быха равна заданной силё 9. Суммируя касатель- 
ныя напряженя по концевому сфченшо балки, получимъ: 


р 


"@, 2 Е 
9= Дель, 


Р- 


откуда 


тв 


обозначаеть моменть ипершн поперечнаго сфчев:я балки относительно 
нейтральной лиши, 
Зетавляя найденное значене 4, въ рЬшене (59), получим: 


90-29. 


х, ИЯ; у,=0; Х,=9 


ра 


9 (2—7) _ 95. 
29 


Здфоь черезь 8 обозначень статичесый моменть относительно ней- 
тральной лиши части поперечнаго сфчен{я, заштрихованной на чертеж. 

Получеяное распрелфлеше напряжений совершенно совпадаеть съ тёмъ, 
которое даеть элементарная теорля изгиба. Слфдовательто, для балокъ, попе- 
речное сфчеше которыхь представляеть вытянутый прямоугольник, 
можно для распредфлешя напряжешй по выеоть поперечнаго сбченя 
балип принять линейный законъ для нормальныхь капряжешй н пара- 
боличесый законъ для касательныхь напряжен!й. 

Выяснивь вопросъ о распредфлени напряжений, перейлежь къ разы. 
сканно перемыценй- точекь балки при изгиб. Мы видфли, что перо- 
мЬщенйя будуть получаться различными въ зависимости отъ того, имфемь 
ли мы дВло съ случаемь плоской деформащи или съ обобщенной плоской 
задачей. Предположимъ въ дальнЪйшемь этотъ поелфдей случай и разы- 
щемь прогибъ балки, имбющей весьма малую ширину. При этомъ усяо- 
вм напряжене 2, разно нулю и мы получаемъ для составяяющихь 
деформащи тая зиаченя: 


еее * 


96 5х, _ 90 (—@и 
6 р -® и... (4) 
бе ® 


в ду Ков в 5 РЗ 


Путемь интегрировавйя ур-йй (с) и (@) мы паходимъ дяя перем щен! 


такя общая выражен!я: 


"= 
о 
9 (- 9+9 


ЗдЪсь черезь Г (у) и ф (2) обозначены неопредфлеппыя пока ф-ш 
от уи 2. Всетавляя найденныя выражевя для поремфцен!й въ ур-е (е), 


получимъ; 


90 2 
= в (“5 +а 


о 9 


д ЗУ ал" 


6, 


Здьеь @ и е постоянныя велизины, связанныя условемъ; 


$-ш $ (2) и Г(4) предетавятся въ такомъ видЁ: 


2 р 
(Е) +ш а 


Г ЗВ ут +и, 


тд й ид произвольныя постоянныя величины. Для перемфщешй киф 
получимь слфдуюция формулы: 


9 2) 30 6 
ие) Ут 


в ЕЛ 
а я 
= 5: а-э- ра ( р =) — @ + 


— 


Нроизвольныя постоянныя въ этихь выражетяхь дояжны быть опре. 
дёлены изъ условй закрёплевя балки. 

ЗакрЪшимь точку балки, соотвфтствующую началу координать, тогда 
произвольныя постоянныя д и # равны нулю и мы, полагая У равным 
нулю, найдемъ дия прогибовь оси балки выражен: 


Па 


(9-е .. .. :::: (В 


что совершенно совпадаеть съ результатомъ элементарной теор мегиба, 
построенной ва гипотез плоскихьсёченй. Посад членъ въ выра- 
женш для прогиба (Г) опредВляеть собой вмянйе касательныхь иапря- 
женй на прогибь балки. Значеше произвольной постоянной & опре- 
дВлится изъ третьяго условя закрёпленя, Чтобы устранить возможность 
врещешя балки какь твердаго твла относительно оси 2, мы кром% точки 
должны заирзпитв еще какой-либо линейный элементь балки ($ 10). 

Раземотримъ два случая, а) случай закрЪилен!я элемента балки, про- 
ходящаго черезъ начало координать и совпадающаго съ направлешемь 
оси 2, Ъ) ‘случай закрвилешя элемента, проходящаго черевь начало 
координать и направленнаго по оси у, 

Въ первомь случа будемь имЪть условие: 


(> 


„Нронавойьная постоянная @ равка нулю. Искривленное поперечное 
- фчене, соотвётствующее закрфиленному концу балки, займеть поло- 
еше, представленное на чертежь (19) (фиг, 4), и прогибъ балки на 
свободномъ конц представитсл ф-лой: 


©), 


Во второмь случа® третье услове закрфиленгя будеть: 
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Расположеше закрфиленнаго конца балки посл деформадщй пред- 
ставлено на фиг, (6). Для произвольной постоянной 4 получимъ 
значеще: 

_3_% 

7 в9в’ 

что соотвётствуеть сдвигу по‘ней- 
тральному слою изгибаемой балки, 


а 


Прогибъ на свободномъ конив Фиг, 3. 
балки въ этомъ случа будеть: 

: 0.34 

О а 


Этоть результать совпадаеть 
съ тВыь, что даеть элементарная 
теошя изгиба, если при ‘вычисле- 
ии прогибовъ принято во виама- 
не вшянше касательныхь напря- 
женй и взято при этихъ под- 
счетахъ максимальное  зналене 
сдвига, соотвфтствующее нейтраль- Чере, 19. 
ному слою изгибаемой балки. 

На практикВ приходится имЪть дфио’ со слобобами закрвпленя, 
отличающимися отъ только что разобранныхь случаев, нредставлен- 
НЫхЬ на Чертежф 19. Обыкновенно закрёиляютв нфсколько точекъ попе- 
речнаго сВчен]я при этомъ, конечно, распредзлене напряженй и дефор- 
маши у закрфпленнаго конца можеть зналительно отличаться оть того, 


что мы получили въ выше разсмотрьнныхь случаяхъ, 
Вьтонь застномь случай, когда й 

балка ивгибаетоя оплой 20, прило- 

эженной по сорединб пролета (черт. 28 

20), обчене 48 въ слиу симметрия 

Фотаетел плобиниь, Распродлешь 

напряже отличается“ отв того, 

чо мы получили выпте, тань чарь 

въ наприменимоь нахиба у мбота при- @ 

ложешя силы 29 присоединяются 


| 


мфотныя напряжев:= отъ оборедото- ,: 
зевной оплы, Вычисления показы 
зажить 1), что. въ этомъ случа при Черт. 20. 


малой выеол6 балки прогибь по сере- 
дкя8 пролета можеть быть вычислень по формуяв: 
к 5.9. 
ь изо = у = 04.5 ре 


1) М. ©. ВПов, РЫ]. Ткилв. т. 201 (1908) отр. 84. 


— 94 — 


$ 88. Принцииь Зайи-Успава. 


Мн получили рядъ рышенй плоской задачи для случая пластинки, 
ограниченной прямоугольнымь контуром». Каждому найденному рышенно 
соотвфтетвують вполн опредфленныя усломя запрёпленя и вполн опре: 
дЪленное распредвлен!о усилй по контуру. Наприм$ръ, въ случаф изгиба 
балки силой, приложенной на концф, мы предполагали закрзплеше одной 
точки и одного линейнаго элемента, проходящаго черезь эту точку на 
абвомь кондВ балки и нашли распредфлене напряжений въ томъ предло- 
ложени, что касательныя усишя, приложенныя къ правому концу балки 
мфняются по высот балки по параболическому закону. ели способъ 
заирЬиленя балки будеть отличаться оть принятаго нами или изгибаю- 
щая сита @ будеть распредфлена по какому либо иному закону, то по- 
лученное нами р»шен!е не будеть точнымь рёшенемъ еоотвфтетвующей 
задани твори упругости. Однако во многихъ технически важныхь зада 
чахъ имъ можно будеть пользоваться для приближеннаго опредфлешя 
напряжений. Напримёръ, его можно примфнить ‘иъ тому случаю, когда 
веВ точки опорнаго сфчешя балки закрвилены и сила @ распредёлена 
любымъ образомь по, плоскости нагруженнаго концевого сфченя бала, 
ри этомъ погрешности будуть тёыъ меньшя, чёмъ меньше высота, балки 
по сравнено съ ея пролетомъ, 

Такое примфнение точнаго рыпенйя задачи, полученнаго при опред?- 
девныхь условяхь на контурв для приблизительной опфики напряженй 
при неколько измёненныхь условяхь производится на основан приЕ-. 
дипа, впервые ясно формулировапнаго 8. Уепапеомъ. Согласно этому 
принцииу система взаимно уравновзтивающихеся силь, распредвленныхь 
на малой части поверхности деформируемаго тёла’ вызываеть напраже- 
щя, быстро убывающия по мёр удалешя. оть мфста приложенвя силь. 
Въ точкахь, улаленныхь оть мФета приложешя указанной выше системы 
силъ на болышя разетояня [подразумфваются равстоящя большая. по 
сравнеино съ линейными. размфрами той части поверхности, по которой 
распредфлены силы], соотв®тствующия напряжевя можно считать малыми; 

Въ примфнеши‘ въ изгибу балки съ.однимъ задфланнымь койцомъ 
принципь. 5. УслапРа даеть возможность заключить, что измфиеше рас- 
предфлевшя изгибающей силы © или измзневя въ условяхь закрзиленя 
могугь вызвать значительныя измёненя въ распредёлени напраженй 
лишь у концовъ балки. Эти язвмёневя будуть имфть характерь. ме“ 
ные напряженй, быстро’ убывающихь по ифрз удалена отъ концовь 
балки. Дла балки, у которой высота мала по сравненю съ пролетомъ, 
распредвлен!е ‘напряжешй въ большей части пролета будеть мало зави- 
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сфть отъ способа приложея изгибающей силы © и способа закрфилешя 
коЕца. 

Въ дальн5йшемъ на н%околькихь частныхь примфрахъ мы сможемъ 
подтвердить вфрность высказаннаго выше принципа и показать насколько 
быютро убывають напражешя по мёрф удалешя оть мфота приложеня 
системы взаимно уравновёшивающихся силъ. 


$ 84, Изтибъ балки съ опертыми концамх подь дёйетвемъ равножфро 
равпредёленной нагрузки, 


Балка АВ, (черт. 21) прямоугольнаго поперечнаго сёчешя изгибается 
сплошной вертикальной на- 
трузкой, равномфрно рас- 
предвяенной по верхней 
трани (у = -= 0). Обозна- 
чимь черезь 2 продеть 
-балки и черезъ 26 ‘вя вы- 
<0ту. Ширину балки бу- 
демъ считать равной еди- 
ниц$. Пусть 9 — нагрузка, ‚ 
приходящаяся на единицу Черт. 24. 
длины балки, Тогда каса- 
тельныя усиля, дФйствующия по концамь балуя  олкны въ сумий давать 
реакши равныя 41. Ната задача сводится къ разысканю такого ршеня 
урля: 


при которомъ выполнены слвдующя условя на продольныхъ сторонахъ 
полосы: 


9* 9% 
ст, ($ =-в бр. ,=0.® 
р 
Е ть: 6) 
Что касается усийй на поперечныхь сторонахь (#===7), то они 


должим на каждомъ конц балки давать вертикальную силу, равкую 91. 
Слфдовательно, при 2==:=7 имфемъ: 


с 


> 


Воспользуемся рёшешами плоской задачи при помощи цфлыхь поли- 
помовъ (8 81). Возьмемь рёшеше (е) (стр. 88) и, чтобы освободиться 
отъ касатеньныхь напряжевй но сторонамъ у==-с п отъ нормальныхь 
папряжешй по сторонё у = — с, наложимъ на это рёшеше напряжены: 


У,-ои Хе-аа п Ра, 


соотвзтетвуюлия ф-ямъ напряжений; 


Обиця выраженя для напряженй напишутся такъ: 


ы 4, у: ау 


Х.=—5 
3 
. 4) 
‚= уно @ 
5, = — 4. — 0 


Чтобы касательныя папряжетья по верхней и важней грани балки 
обращались въ вуль, необходимо положить 


Услове равенства нулю нормальныхь напряженй по пижней грани 
балки даеть намъ ур+е: 


откуда 


Для опредфленя постоянной 4, воспользуемся условемъ для нор- 
мальныхь напряжен!й по верхней грави балки. Чтобы напряжения У’, рав- 
вялись — (4 при у= фе, необходимо положить 


34. 
4е* ° 


Ветавляя пайденпыя значевя постоянныхь въ общёя выраженя для 
папряжений (4), получим: 


Легко провфрить, что найденное распредфлене напряженй удовле- 
творяеть вефмъ условямъ на продольныхь сторонахь полосы, а также 
первому и третьему изъ услоый (с) на поперечныхь сторонахъ 2 = ==}. 

Чтобы удовлетворить второму изъ условй.(е) и получить такое рас- 
предфлене напряженй, при которомъ моменты нормальныхь убили, рае- 
предфленныхь по концамъ балки, равны нулю, нужно къ пайденнымъ 
рышевнямъ (2) присоединить напряжен!я 


Зи Ва 
х=- 4-е 


соотвфтствующя чистому изгибу балки. 
Окончательно будемъ имфть: 


34 . 34/2 2 
х, 4? Фу да 5 #у з ‚7 
34/1 2 у ` 
У, = г (5 У——5 “) .. (60) 


3 . 
те) 

Принимая во вииман!е, что 42 есть перерфзывающая сила въ сфче- 
ши балки, отетоящемь на хоть середины пролета, заключаемъ, что 
найденное выше распредфлене касательныхь напряженй совпадаеть съ 
т6мъ распредфлешемъ, которое даеть элементарная теоря изгиба. Что 
касается ‘нормальныхь напряженй Х,, то въ случай низкихь. балокь 
(с мало по еравненцо съ Л) для сфчен!й, удаленныхь оть концовъ, на» 
пряженя эти мало отлизахотся от тёхъ, которыя намъ даеть олементар- 
ная тоорйя изгиба. У хонцовь балки‘ преобладающее значеше пробр$- 
таеть второй член въ выражен для Х, и -распредфлеще нормальныхь 
напряжен будеть. значительно отклоняться: оть линейнаго закона. ` За- 
ифтимъ, что распредвлене напряжений; полученное нами у концовъ балки; 
соотвфтетвуеть опредфленному распредёленио внфшнихь силъ по коние- 
вымь поперечнымь сфчеямъ балки. Замфняя эту систему силь другою 

6. П. Тимонаоко, ` 7 
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систеною, ‘ой эквивалентной, мы получимъ иное распредфлен1е напряже- 
Ш у БОНЦОРЪ, 50 вЪ мфстахь, удаленныхь оть концовъ, таная замфна, 


согласно принципу 3. Уепаш’а, не вызоветь значительныхь измен 


въ напряженяхъ, 
Чло касается напряженй Т,, то ихъ обыкновенно пропускають въ 


элементарной теори изгиба, хотя вЪ случа малой ширины балки эт 
напряжения могугь имфть существенное значенй *), 

Уре изогнутой осн белкм можеть быть получено такимь же путемь; 
кадь это мы сдёлали въ случа изгиба балки силой, приложенной на 
кони. Оказывается *), что выражеяе для кривизны получается при этомь 
НЪСКОЛЬКО отличяымъ отъ Того, что давть элементарная теор1я. Этого, 
конечно, и нужно было ожндать, такъ какъ при элементарпомнь внвод 
пропускается вляню напряжены У,. 


$ 38, Общее рашеве плоской задачи дия половы, любымь образомь 
вагружекной по продольньыйгь еторонажь, 


На нфокольнихь примфрахъ было показано, кахъ, выбирая рёшешя 
плоской задачи въ видф цфлыхь полиномовъ, возможно получать распре 
дфлеше напраженй для изгибаемой полосы. Функщя напряжении въ вндё 
полинома третьей степени дала намъ распредфлене напряже! въ слу-' 
чаВ чнстаго изгиба полосы. Полиномъ 4-ой степени послужиль для р\- 
шеншя задачи объ негибВ полосы силой, приложенной на конф. Изь 
полинома патой степени получено рёшоне для полосы, , весущей равно- 
мзрно распредфленную нагрузку. 

Повышая степень полинома, мы будемъ получать все новыя решен! 
Такъ, напримфръ, полиномь шестой стейени даеть возможность найти 
распредфлеше напряжен!й для случая нагрузки, распредёлепной по за- 
кону треугольника. 

Легко провЪрить, лто. напряжения *) 


х.=—11 (1 (1+22) 


РЭ 


представляють рёшенйе` задали, представленной на чертожф 22. 


3) Сы. Митино, Изв. бобр. ипле, пут, сообщ, 1904 г. 

9 См, поро, бов, Е Мы; и, РЬуз, 1908 г. ВН. 62 отр, 302, 

3) Это рышене приввиленить М. Ьбуу. См. Сотрвев терёма ь 128 (1898 в), 
отр. 1285. 
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Черезъ 1 — обозиаченъ вфеъ единиды объема матерала пластинки 
1!— хавлеше, приходящееся из единицу поверхности по грани д = 0. 
Полагая х = 0, найдемъ: 


Х.=—ф1и Х,=0. 


При #=а будемъ имфть: 


Для верхней грани пластянки (у == 0) получимъ: 


не хо] 


Хотя касательныя напряжения по верхней грани и не обращалотся 
ВЪ НУЛЬ, но величина ихъ незначительна: 


& #1 
[> 2-29 
и равнодфствующая равна нулю. Поэтому приведенныхь рыненемъ 
можно пользоваться для опредвлетшя ‘напряжен!й въ случа, представлея- 
номъ на чертежб (22). 


г“? / 
ы ь, 
Й - 
Черт. 28. Черт. 23. 


Полиномь седьмой степени даеть рышен!е задачи кля случая, пред- 
ставленнаго на черт. 28. При этомъ сплошная нагрузка мФняетея по 
параболическому закону. у 

Во вевхь тЬхъ ослучаякь, когда законъ изм№невя. интенсивности 
сплошной нагрузки, распредёлеиной но продольнымь сторонамъ полосы, 
представлень цфлой алгебраической фей, мы можемь воспользоваться 


М. 1%ту. Соторев тва4пя т, СХХУЕ, отр. 1285. 
де 
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условй на концевыхь поперечныхь сфчешяхь полосы, то паложешемь 
равномбрнаго растяжешя или сжаця вдоль оси 2 и чиетаго изгиба въ 
плоскости ху мы всегда сможемъ привести усищмя, распредфлепныя по 
концемь, къ систем силъ эквивалентной соотвфтствующимь опорпымъ 
реакщямь балки. При такомъ способф рышоШя задачи мы удовлетво- 
рявмь полвостью вефмъ услошямъ на прохольвыхь сторонахь полосы. 
Законъ распредфлешя усимй по концевымъ сфченшямъ можеть при этом 
отличаться оть того, который имфеть мбето въ дйствительпости, но при 
невысокихь балкахъ измыфиеню распредлешя усилй по концамъ влечеть 
за собой значительное измёненю нанряжен! лить у концовъ балки. Въ 
мфотахъ, удаленныхь оть концовъ, полученное рфшен1е будеть давать 
достаточно точныя значеня напряжешй при различных» способах приз 
ложеня опорныхь реакций. 
Если нагрузка, дЬйствующая иа балку, такова, что законъ вя расире- 
 двлешя не можеть быть представленъ цфлой зигебраической {-1ей, 
(ем. черт. 24}, то для полу- 
у чешя рётетыя соотвфтотвую- 
щей плоской задачи, можно 
И ТО 1 + разложить ф-1ю, представляю- 
| Г . щую измВнене интенсивности 
: тт сплошной нагрузки вдоль 
балки, въ тригонометрический 
Черт. 24. радь и вычислить напряжения, 
соотв тетвующуя первымъ 
членамъ этого ряда. Чтобы выяснить напряжешя, соотвфтетвуюпия одвому 
какому-либо члену тригонометрическаго ряда, раземотримъ предварительно 
ф-ю нопряжен! вида: 


ев р) еее не. 6} 


тд Г (9) представляегь с0бой неопредфленную пока ф-шю оть одного у. 
Вставляя взятую ф-но напряженй въ основное дифференщальное 
ур-ше: 
0% 9% +7 
=: = 
д За + ду" =0, 


найдемь ‘что ф-я 7 (у) должна удовлетворять обыкновенному дифферен- 
цальпому ур-Но: 


РТ — За гу = 0, 


т 


гд$ 
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Обний интеграль этого ур-[я напишется такъ: 
# (4) = а, а,е7 —- азуем —- вде-ч 


и выбранная нами ф-]я напряженй представится въ такомъ видф: 
С-В 
ф = 25 у (ет + а,е---- ау + вцуе-*). 
Соотв®тствующия ей напряжевя будуть имфть такгя значеня: 
5 зи . 
Х. == = ду ди=ат т РР алия ух И Заде — Зазае-“й —- 


= аа‘уея -- аа? уе-ч) 


94 
я = — мат" 7 РР (не ве + ву + уе") 
95 
у аа сз тт де — п,це-\ + 0,6% + аду 
-- ве-9 — влауе-). 
Полагая 


у=0 и у 26, 


мы найдемъ т# усиля, которыя должны быть приложены по продольнымъ 
сторонамъ полосы, чтобы создать напряженное состояне, соотвётетвую- 
щее выбранной ф-4я Ф. М№няя значеше проязвольныхь постоянныхь 
а,...@ь мы будемь получать различныя рэшеня, Можно зыбрать эти 


постоянныя такъ, чтобы 
(Руно == 0 (Худ инь = 0, 


Въ такомъ случаф получимъ изгибъ полосы вертикальной сплошной 
нагрузкой, приложенной къ верхней грани балки и изняющейся по 
закону: 


Я, да" еее * (6) 


Пра этомъ произвольныя постоянныя &,,. .’.@, онредфлятся изъ ур-й: 


— 001 (46° -- а, + Заз" -- Зале“) — А 
0 


в-а, 
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аа — ая а, на, 
а." — азае- ево > Зазабе"" -- № — Задасе” “= 0, 


Вь общемь случа измьнене интенсивности 0 сплошной нагрузке, 
приложенной къ верхней грани балки, можеть быть представлено три- 
гонометрическимь рядомъ: 


х „ Ия 
а= Увы" 0 ...... @ 
` 


ий мы полузимь соотвфуствующую ф-ю напряжешй путемъ иаложеня 
ршетйй вида (5), 

Количество вычислешй, связанныхь съ такимъь рЫшешемь конечно 
будеть зависфть оть того, какимъ числомъ членовъ ряда (4) можно огра- 
ничиться при услови полученйя надлежащей степени точности '}. 

При такомь способв рышеня задачи можеть случаться, что па попе- 
речныхь сторонахь полосы (2 =0, 2=1) кромф усишй, необходимыхь 
АЛЯ уравновЪшиваня заданныхь нагрузокъ, появятся еще нЪкоторыя 
добавочныя усиля. Въ еамомъ общемь случа усимя эти на каждонъ 
кони приведутся къ силЬ и пар силъ. Вмяше ихъ на напряженя въ 
ыфотахъ, удалепныхь оть концовъ балки, мы сможемъ устранить, налагая - 
на найденное рёшене напраженя, соотвфтетвующия простому растяженио 
или сжалшю, иапряжен!я чистаго изгиба и напряженя при изгибЪ силой, 
приложенной на конц. 


$ 36. Рашене плоской задачи пля случая клина. 


Предположимт, что пластинкь ограничонная двумя пересфкающимнои пря 

мыши ОД и ОВ (черт. 25), подпергаегся дЬйсль!о сплошной пагрузки, распредь- 

ленной по грани ОД *) п дЬйотвНо соботвеннаго обоз, Жоли иптенсивиость сплош 

ной ныгрувки пропордюнальш у, то рёшен!е звдачн предетавляется въ особепио 

простомъ видЪ. Напращевл являются шъ этомь случа линейпыми фими от 

координать и ф/л пепришен:й < будоть однородной {4 третьей степени. 
Попожимь: 


фр а + бу оу. еее ь (а) 


п опредыпыь постоянный 4,...4 Тыкь, чтобы были удовлетворопы условл не 
гриляхь 04 ц ОВ пластики. Если черезь { обоаначимь вфеъ одвницы объема 


2) При резловони фи вЪ тригопометричесьй радъ проще воего поспользо- 
витьсл прибляженпыми пр!емеми. Сы, С. Випре, Тьеоме пиё Рнамв @вг Веер, 
отр. 147, С. Вллбе и. ТР, ше, Весвипабыйтиты" ког ФеМобиав етег ошрёвей 
певебелей ронобвовеп Родеыоа т Зноаритов, ©. Злле, БИвибегиюв 408 Веб 
попавйогиийе1в иг Ромебтид.., 


*) СлучаВ дЬНстья сосродоточенныхь спяъ будеть равобрешь пиже. 
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пластивки и черезъ ‘1у нитеноивность сплогишой нагрузки по грани ОЛ, то эта 
усповы напизлутся тахь: 
1) Пра «=0 г й 


2) При #=у8, прянимая по вниманю, что 
но граши ОВ 


в08 (2) == в0# В, сз (уу) == — эт В, 


уелов!ы (06) {см. стр. 80) плипшутся так: 


Х, 083 — Х, зв 8—0 
Х, 53 — Уж =0 Черт. 25. 


Подставляя вывото ф выражен!е (4), мы пайдомъ пзъ усло 1) 2220; 64 == — 1, 
Что каовется услозИй 2), то они дмоть намъ сльдуюшщия деа ур-я: 


-в=-26-20) 478 
— 6 —т= Вау ВН, 


Откуда 
25 + не; ба уе В — За во 8. 


Дая папряжон!й получаемь формулы: 


Х.=—ф1 | 
У, = (оо в — Руа вощ З) а (и у Г: 6) 
Хром ] 


По сЬченно пластиики плоскостью АВ, перпендикулярной къ у, пормальпыя 
вапряженЁя ТУ, распредвлятся по захову трепещи, Здфсь рышеше плоской задачи 
вовпадаеть съ злемолтарнымь рышешемъ, получаемым па осповаши гинотевы 
плоскихь сёчен!, 

Касалельныя папрамев м Х, накь видно пзъ общего рьшения (#) распродфля- 
ются по овченво АВ по закону треугольпика достигают макснмальнаго звачешя 
У точки В. Ревультать этоть отличается отъ того, что даеть намъ эпоментарная 
теор!я изгиба въ примфнеши иъ клину ВОЛ, 

Фунищя папряжоп:й Ф продетавится въ видф однороднего полинома третье Н 
отепени также и ть томъ случав, когда грань пластинки ОЖ, подвергающаяся 
ДЬЙствыо давленШ, пе вертикально, а составляет съ осью оу любой уголъ, Постоян- 
вые коэффищенты 4,...4, входяние въ выраженю (а) опредфлится нзь чегмрехъ 
Успов, относящихся нь гравямт ОД и ОВ. 

Воли грань пластияки ОА подпоргается дёйстиНо разяомфрио расиредфлепвой 
нагрузки интенсивности 4 (чёрт. 26), то язприжешя въ какой-иибо хочкф М зави- 
сять лищь отъ узла 0, составляемало радусомъ ОМ съ осъю у. Величина соста- 
вляющихь напряжешя опредфантся пзъ формуль 1): 

1) См. выше цитированпую работу М. 49, & также 2. ЕШпалает, 76. 1; Ма. 
п. РВув, т. 60 (1912 г.). 


— 0 — 


—5 (3 —6-- вл 6 0036 — 43) 


в 


був 0-0) 4... @ 


ИХ 


1. 5076 


ППУ 


Легко провАрить, что это рышев!е удовлетнорлоть услолммь па грапяхъ Од 
Е: 2 и 08 пластики. 

Я Рыповямд {$) п (6) плогдь пользуются при 
расчетв полпорныхь стЬнокъ троугольтаго ноне- 
рочнаго сфчещя, подвергыющихоя дАНетрио дазле- 
в воды пли сыпучихь груптову. Примфняя эти 
рышенит, пужно имёть №5 виду, что опп получены 
дя плостипки, сторопы которой ОД и ОВ пмыють 
пвограничопяую длопу. Жели мы эту плестинку 
зодфиоемь, нопримфръ, по плоскости АВ, иакт, это 
имфоть мото въ случе подпорной стфики высоты 
№, 10 въ плоскости запрфияоя можеть пояу- 
читься распродылеше папряжев:Н значительно 
отличающевея отъ того, поторое намъ дають ф-лы 
{5) ). Полнов рышеше задачи возможно было бы 
получить пише при одиозроменномъ раземотрьвш 
деформаций клипа 4ОВ и той шластивии (эдомовть 
фундемелта плотины), оъ которой этоть клинъ скрьшловт. 


$ 37. Плоская задача въ полярвыхь координатах. 


При изучения распредёлешя изпряженй въ пластинкахь, ограничен- 
выхь прямоугольнымь коитуромъ, мы пользовались системой прямоугольныхь 
координатъ. Въ цёномъ ряд дальнёйшихь вопросовъ при опредфлеши 
напряженй въ пластивкахь ограниченныхь круговымъ контуромъ и въ 
круговыхь кольцахъ прямоугольнато поперечнаго сфчея является болфе 
выгодным примвнене полярвыхь коорденать. Разсмотримъ какъ напи- 
шутся ур-я равноввия плоской задачи и ур4е дия опредблещя фи 
капряженй въ этихь координатахь. Положене какого-либо безконечно 
малаго элемента АВСЛ (черт. 27), выдёленнаго изъ пластинки двумя 


1) Вопрось о распредфионк напряжен въ подпорныхъ стёнкахъ и каменныхь 
плотипажь предотавляеть огромный прантическй нитерост. Этой задач посвящен 
дёлый рядъ изолбдовалй главвымъ образом ангдШекихь авторов. Ом. К. Рейг- 
200, Ош золе Рувгеротей Рошёз гп вре БедЫНу о Мозопеу Пализ, Дгарегз’ Сотрапу 
Везодгой Мошоша 1904 г. 

К. Ровлзоп опа С. РоПахй, Ап Ехрентепьй Зваду ой №е ЭЁтеавьз п Мазопу 
Ташь, Огареге’ Сотралу Везваген Мемоне. 1907 г. Ъ. Е. Влонагазой, Тие арргохь, 
зоо азЛатеоа) з01уНоп... 16 ар аррНеяЫоп &0 Во з6г08вев п а мавопту аль. 
РЬИ, Ггапа. т, 210 (1910 г.) отр. 807. 3. О. Согобвегз, Рамо Зегыт п а Моде, + ИВ 
Аррнемона ф0 шизопгу Паша, Ргое. ВашЬдтЕ\. Бос. 88 (1918 г.) отр. 208. 
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плоскостями ОА и ОС, проходящими чорезъ ось 2 и двумя цилиндри- 
ческими поверхностями АС и ВР, нормальными къ плоскости у, опре- 
дфлится угломъ 6 и радусомъ х, кругового цилиндра 40. 

Нормальныя папряжеюя но гранямъ элемента АВ и СР обозвачииъ 
черезъ 00 ТЬ же напряжейя по гранямь АО и ВР назовемь че- 
резъ 7”. Для касательных папряженй, вызывающахь искажене перво- 
начально прямыхь угловъ элемента 
АВОБ примемъ обозначене 70. По 
гранамъ элемента параллельным 
плоскости ху могуть дфйствовать въ 
случа плоской деформащи лишь 
нормальныя  напряженя 22; Рав. 
ыЪръ элемента въ направлении оси 2, 
равный толщип пластикки, вЪ даль- 
фйшемь не будеть играть никакой 
роли, и мы его будемъ принимать 
равкымъ едииидф длины, 

Составимъ ур-я равновфыя эле- Черт. 27. 
мента АВОР. Считая объемныя силы 
равными нулю и проектируя нриложенныя по поверхности элемента силы 

— 


на направлеше 7” и на перпендикуляръ къ нему, получимъ ур-4я: 


я-т а) (че да пнв ато 
9" 28 
2 Ж — 
о ав & Г. 2 ат + 55а =0. 


Отбраеывая малыя величины высшихъ порядковъ и сокращая все на 
общуй множитель 4.40, представимь ур-я равновф@я въ такомъ видь: 


(80 


Урчя эти еоотвтетвують ур-чямь (58) и (57) [8 29, 8 80], полу- 
ченнымъ раньше для прямоугольной системы координат. . 
Распредфлене напряженй въ случа плоской задачи впол опре- 
дЪляется фей напряжешй $, удовлетворяющей ур-: 
‚ ри # 
о ое. 


д +? Кади = 
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и заданнымъ условямь на контурё пластинки. При пользованши поляр- 
ными координатами придется независимыя неремфпныя # и у замЪнать 
новыми первуёитыми ги 6, связанными со старыми при поередств® ур-й: 


мау, 0 = агс9 8. 
Въ такомь случа 
8 _ 199 
= р. 080 — ПИР т 0 


и = Ото 1 Мн 


Для вторыхь производныхь ф-и ф получимъ выражешя: 


90 _ 00 Фф 8100080 \ 
д = д — Зи 
‚90888 0 429 др 9% 0 080 дурят, 
9" + м 9 м7 
96 _ 0%. 20$ 50 0030 
вы т 0) 
до с05? 6 д% 978 с050 04 050, 
Зиг Я в а) 
9 дз и 
РР ыы зат 0 080+ 7% к 
09 60820 0  3т8080 Фф 300050 
9 Ро х дя) 


Откуда получавмы: 


9% «9$ —_ 9 1% 1095 
и ин 


Я вая часть ур-й (а) преобразуется тавъ: 
9 9 0 9 9 1910 10 1 190 
Аа т 
(= 2) (“- 9% = (= Зуи в я») (5: т +2 


Такимъ образомь рёшеше плоской задачи въ полярныхь координё- 
тахъ сводится въ иитегрированно дифферешиальнаго ур-я: 


#101906 1% 10 
( тд Е тя ря =0.... 8 
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Зобы получить выражешя для напряженй #7, 69 п 7б черезъ 
ф-по ©, распохожимъ оси хи у такъ, чтобы ось х совпала съ папра- 
влешемъ 7. Въ такомъ случа 9 =0 и мы на основан (5) будемъ 
имВтЬ: 


ох 0 _ 10 19% 
т Я. дети тим 
р 9 р 
р .. (63) 
Я-х 9 110$ 01% 
ы бду По +09 дн 


Легко провёрить дифференцировавемь, что полученныя выраженя 
для напряженй удовлетворяють дифференщальнымь ур4ямъ равно- 
вая (61). 

Выражен!я для деформащй получимъ на основаыи формул (36) (8 18). 

Обозначая черезъ е, и е» относительныя удлиненя зъ направлени 
ращуса " и перпендикуляра къ нему, а черезъ е соотв тствующий сдвигъ, 
будемь имфть: 


в, = р Ё 


— в (06-22) 


1 


8 = 0 —в(м-- 22] 


| иене - (64) 
в. = в 2 — 967+] 

1 
в = д 


Въ случав плоской деформащи относительное удлипене е, равио 
нулю. При плоскомъ вапряженномь состояни папряжене 22 обращается 
въ нуль. 

Обозначимъ черезь м и у составляюцуя перемыценя точки въ на- 
правленм радуса и перпендикуляра къ нему. Перембщеые въ напра- 
влеши оси 2 обозначимъ черезъ в. Тогда удлинен(я е„ и е„, выразятея 
такими же формулами, кань и въ случаз прямоугольной системы коор- 
динать. Что же касается ухлиненя @и, то оно будеть обусловлено не 
только перемфшенями , но также и перомбщемяни %. Есля бы веЪ 
точки, лежашия на круг радуса ” совершили только ращальное пере- 
ыЪщене % одинаковое для всёхъ точекъ, то относительное удлинен!е в» 


было бы равно т. Если бы т же точки совершаяи лишь перемфще- 


— 18 — 


я ©, то соотвтотвующее этимъ перемфщешямъ удлинсн!е еи вырази- 
Е 
лось бы формулой „др 
Окончательно. выражене удлинеп черезь перемыщон:я представится 
такъ 


..:: 65) 


При составлени выражевя для 
сдвига е„ необходимо принять во 
впимане` изм5нен!е угла 0, обусло- 
вленное перем щешемъ 5. 

На чертежз (28) пунктиромъ 
вредставлень элементь АВОЛ посл 
деформаци. Сумма заштрихованныхь 
на чертежф угловъ даеть величину 
сдвига ел, 

Окончательно для сдвига будемъ 
имВть формулу: 


Фо еее» + (66) 


8 38. Чистый изгибъ части кругового кольца. 


Особенно просто рёшается плоская задача въ поларныхь координа- 
тахъ въ томь случа, когда распредфлеве напряженй не зависить оть 
угла 0 '). Фая капряжешй ф будеть при этомъ услови зависёть’ только 
оть г и основное дифференщальное ур-4е (62) перепишется такъ: 


2 й а а т: } 
( тя) я) 0% 20 7 16 0. 


де ад Рон) ое рот адт дн 


Подстановкой г == е' полученное ур-1е приводится къ ур-10 съ поетоян- 
выми коэффищентами и потому ф-я ф можеть быть найдена безъ 
всякихъ затруднен. Она будеть заключать четыре произвольныхь по- 
сгоянныхь и представится въ такомъ вид: 


= А+ В ще + Л. 


*) ПростАйшимь примфромъ такого распредфлоня является задача Паяме, нала- 
гаомвя обыннозешио въ курсахь сопротивлещя матереловз, 
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СоотвЪтствующия напряженя опредфлятся на основаши ф-лъ (63) 


я 28" + В+ 20 
= Авг кос зв еее (% 
№ =0 


Пользуясь этимъ рёшешемъ легко получить напряжешя въ случа 
чистаго пагиба части кругового кольца парами силъ, приложенпыми по 
концамъ ') (черт. 29). Поперечное с%- 
чеше кольца предпонатаемъ прямоуголь- 
нымъ. Роли разм6ръ с этого прямо- 
угольника въ паправлени перпендику- 
лярномъ плоскости ‚кольца малъ, то мы 
будвмъ ныфть дёло съ случаемь обоб- 
щеннаго плоскаго напряженнаго ‹9- 
слояня. При большихъ зиачешяхъ того 
же разыфра кольцо обращается въ 
цилиндрическую трубку и мы будемъ имЪфть случай плоской деформащи. 
Распредфлене напряженЙ какъ въ томь, тажь и въ другомъ случа 
будеть одно и то же. Чтобы получить распредфлеше лапряженй при 
изгибф парами силъ, приложенными по концамъ, подберемъ произвольныя 
постоянных въ общемъ рёшени (&) такимъ образомъ, чтобы нормальтия 
напряжения 7” ло наружному и внутреннему круговымь очерташямъ пла- 
стинки обращались въ нуль. Обозначая черезъ а и 6 внутреный и на- 
ружный ‘радтусы кольца, получимъ для опредфлен:я произвольныхь постояя- 
ныхь ур-шя: 


о-в 4 + Виз =0 
нее (6) 


26 В+ ви о 


Что касается напряженйй 80; то вЪ случа$ чистаго изгиба опи должны 
въ калдомъ ноперечномь сфчеши кольца приводиться къ нарф силь съ 


>) Задача ота впервые быпа рёшена русскимъ ученымь Х. Головинымь. Въ 
своей вачфчательной работь «Одна наф задачъ сталини упругаго тёлаз (Сы. Изв. 
Петерб. технол. Инот. 1880 — 1881 годы) Х. Головин даль рыпеше ряда задачт, 
отпосящихея иъ изгибу кризыхт брусьевь, Въ сожельшю работа Х. Голопипе оста- 
лась совершенно неизвЪотной па западь п получениыя имъ рышешя были вначи- 
тельно поаио вновь найдены Дыёгеом (СоларЁе гопдиа СУП 1889 г.) п Г, РеввРемт. 
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моментомъ №. Олфдовалельно 


ь ь 


/бе= 0; Де = М). 


Вставляя вмВсто 86 его выражеше и выполная интегрироване, полу- 
чимьъ тавя ур-ня: 


А ь 
[. (3б+В+и- и] =0 

р =” ‚© 
{СВ} @'— в} 44: В (46 — #194) =М 


Первое изъ этихь ур-й является слёдотыемъ ур-Ёй (5), а второе ур-е 
вмВотЬ съ ур-яни (6) даетъ возможность найти произвольныя постоян- 
ный А, Ви 0. Вводя для сокращеня письма обовналене: 


а (и 
{$ а*)? — 426 95 =м, 


предетавимъ эти постоянныя въ такомъ ВидЪ: 


4М ь ам 
Ал ВЕ. 
СЕМ аа) 


Выраженя для напряженй перевашутся тажъ: 


2 _ 4 а“ 18 @й, 6 

"= ( т Риз и? и) 

АМ], т 6. фи, в +. (69 
в“ (ь пт бт о) 

78 =0 


Тавимъ обравомъ ‘исходя изъ того предположеня, что фуя напряже“ 
НЙ не зависить отъ 8, мы смогли найти распредлене напряжен!й, удо- 
влетворяющее всфмь услозйямъ задачи: по наружному и внутревнему кру- 
совымъ очертанимъ пластинки ие дВйствують никамя усищя. ‘Но код: 


1} Толщииа кодьда с принята разной еднниц? длиан. 
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цевымь поперечнымь сВченямъ имфются лишь нормальныя усишя, нри- 
водяняся къ парамъ силь ЛХ. Распредзлене этихъ усищй по сбченио 
вполнз опредвляется выражентемь, полученнымъ выше для напряже й 66. 
Если въ дфИиствительности распредфнеше нормальныхь усил по конце- 
вымъ поперечнымь сфчешямъ отличается отъ того, что даеть рен! 
(67), то найденное нами распредфлеме напряжешй будетъ отличаться 
оть дЬйствительнаго, но на основан принципа 5. Уепалра можно утвер- 
ждать, что это разлище будеть значительно лишь у концовъ. Въ точ- 
цахь, удаленныхь отъ концовъ, распредфлеше напряженй мало мБняется 
при измёнени закона распредёленя изгибающихь усилй. 

Пользуясь общими ф-ами (64) и (68) предыдущаго параграфа, мы 
безъ затрудненй можемь разыскать деформащи и переныценя точек 
кольца въ случаф чистаго изгиба. Интересно отыётить, что при этомъ 
влосыя поперечныя сфченя остаются и посл деформащи плоскими. 
Для доказательства этого положен!я, раземотримъ деформацию элемента 
АВОР, выдзленнаго изъ изгибаемой части кольца двумя радусами ОВ 
и ОС и двумя концентрическими дугами ВО и АР. Если при изгвб% 
поперечныя сёчешя бруска остаются плоскими, то измрнеше угла между 
транями АВ и //0 выдфженнаго элемента не довджно зависть отъ %. 
Пусть, @ф уголь между гранями АВ и ОГ посл деформащи элемента, 
тогда изъ простыхь геометрическихь соображенй слЁдуетъ, что 


& 
фа (1+, и 


Относительное изыфневме угла равно 


@ — 4% . . бе 
4$ вЫ 


Ветавляя вмфстО @ы и 6„ ихъ выражешя черезь капряженя, легко 
докажемь, что измфнеше угла оть ^ не зависить и стдовательно попе- 
речныя сфченя въ нашемъ случаз изгиба остаются плоскими. 

Интересно сравнить полученное выше рёшен!е (67) съ тёми резуль- 
татами, которые даеть элементарная тео]йя изгиба кривыхь брусьевъ ‘). 
При элементарномъ изслёдовани. распредёленя напраженй въ изогну- 
томъ кривомь брусз исходять или изъ гипотезы линейнаго закона рас- 
предфленя нормальныхь напряжей по плоскости .поперечнаго сфченя 


1) боотвёголвующан литература приведена въ нышемь куроф сопротивления ма- 
торшлювь, ТТ изд, стр. 99. 
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бруска или изъ гипотезы плоскихь сфчений. Вь послёднемь случай мы 
приходимъ къ распредфленю нормальныхь напряжен по типерболиче- 
скому закону, Каиь въ первомь так и во второмъ случа ограничиваются 
раземотрьщемъ капраженй бя пренебрегають напряженаями Хи. Чань 
меньше поперечные размёры бруска но сравнению еъ его радусомъ кри- 
визны тфыъ меньше разпость между результатами, 
получаемыми на основания двухъ различныхъ гипотезь 
и тбыь ближе эти результаты къ точному р6мено 
{67). 

Когда ширина кольца й значительна, гипотеза, 
линейнаго распредёленя нормальныхь напряже 
приводить къ большииь погрЫшностямь. Разница, 
между результатами, получаемыми на основан ги- 
потезы плоскихь офченй и рёшешемъ (67) вообще 
не велиха, Для сравнешя мы приводимь сл$- 

дующуе два численимхь примфра, 
Примирз Т. Предположимь 6 = 134, тогда гипотеза линейнато 
распредфлен!я напряжеюй даеть для нанбольшаго растягивающаго в 

. скиматодцато напряженй значеня: 


бр = +66. я = 66. а, 


ДВ а постоянная величина, зависящая сть велачипы изгибающаге мо- 


мента и оть поперечныхь разыровъ бруска. 
Тинотеза пяоскихь сВченй даеть для тфхъ же напряженй `зналешя, 


— 73,004. 


(00), =, = + 61,28%; (00), 


На основави рЫшевя (67) получаежь таве результаты 


у о 


(00),-, == + 6136; (00),., = — 73 07а. 


` Результаты, полученные на основаши гипотезы плоскихь сёченй, 
весьма близки къ точному рёщенно. Погрёшность обусловлена тЪмЪ, 
что въ элементарномь вывод$ мы пренебрегаемь нормальными напря- 
женями 7 

Тиивмирь Л. Положиныь в == За. Ширина кольца. вдвое больше’ 
внутренняго радёуса. Значеня паабольшихь растягивающихь и сжи- 
мающихь напряженй, вычисленныя на основани вышеупомянутыхь, 
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типотезь и ва основанш рфшевя (67), приведены въ нижеслфдующей 
таблиц '). 


60. | —053028 | — 0,4688 | —одвБз 


Такиыъ образомъ даже въ случаф брусьевь большой кривизпы гипо- 
теза плоскихъ сфченй Даетъ внолнВ удовлетворительные результаты. 
Замфтимъ, что съ возрастатемь ширины бруска А все большее значен!е 
будеть играть законъ распредфленя вифшнихь силъь по концевымъ по- 
исречнымь сфченяыъ, такь какъ поперечпые размфры перестаютъ быть 
малыми по сравнению съ длиною бруска и нринципъ 8. Увпай?а уже 
болфе не приложимъ. 

Что касается напряженй я которыми при злементарпомъ раз- 
смотрьни изгиба кривыхъ брусьевъ обыкновенно пренебрегаютъ, то ихъ 
величины обращаются въ нуль при х= а их=0. Наибольшаго знз- 
чешя эти напряженя достигаютъ примфрпо по середия$ ширивы кольца, 
т, е. при 


т = т (а 5). 
Величина этихь напряжен!й вообще не велика. Напримръ, для случая 
$ = 1,3а при х = 1,154 
величина этихь напряженй равна—4,31 а, что составляеть примёрно 6°/, 


р 
отъ наибольшаго значен{я напряжений 0. 


$ 39. Изгибъ кривого бруса овлой, приложенной на конц. 


Вь этомъ случаВ напряжешя будуть зависЪть не только ОТЬ 7, НО 
и оть 6, поэтому для разыскашя соотвтствующей ф-1и напряжен! намъ 
нужно обратиться къ основному ур-1ю: 


(2 10: 2) (61 
+ + 5+ 


д Туи 7081] \9дн 


') Числа заимствованы наъ работы 1. Аше, Фиг Ветбовииий дег Зрапоцавел т 
веклрииет Зе побег Аплуелавия 4ег ормзевеп Мефойе" 1910 т. 


С. Ц. Такошеко. 8` 
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Возьмемъ частное рышен!е этого ур-я въ такой форм: 
ф = А+) 5, „еее... (8) 
тд /(") неизвестная пока фчя одного ”. ФВставляя это рышене въ 


ур-+е (а), попучимъ для опредфлошя {(”) обыкновенное линейное диффе- 
ренщельное ур-4е четвертаго порядка: 


[С +10 5). та =» 


РИ В Ави 


..@ 


легко приводящееся къ ур-Ш съ постоянными коэффишентами. 
Облий ивтеграль ур-я (} нанищется такъ: 


Ё@) = в” чи + 7х. 
Опредфливь такимъ образомь /(), мы изъ выражешя (5) ддя фи 


напряженй находимъ путемь дифференцирован!я составляюлуя напря- 
женя: 


... 68) 


Чтобы получвть случай изгиба части кругового кольца силами, при- 
ложенными по концамт, нужно подобрать произвольныя постоянныя д, 8, 8 
общаго рёшешя (68) тажь, чтобы напряжещя 77 и 8 какь на виутрен- 
номъ, такъ и яё наружномъ круговомъ очертани бруска обращались въ 
нуль, Для этого нужно удовлетворить ур-1ямъ: 


зао — Зо 
а [а 
26 — 1-1 =0 


Изь этихъ урй находимъ: 


В = па; 8 = — 2% (и -н ). 
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Вставляя это въ выражения (68), получимъ для напряжей формулы: 


— опар 

1 = Эа (, + Е ь —"=”) 6 

— ар 

ба ив |... . (68) 
9 ра 


Разсмотримь частный случай, когда изгибающая сила Р имфеть 
радральное нзправленйе (черт. 31). Отечитывая 8 отъ радуса, совпадаю- 
щаго съ лишей дЬйствя силы, будемъ имзть въ сёчени АВ 


3% =0 и 6050 =1. 


СлЬдовательно: 
ри р эр р 
(9650 = 0; (6) 2а ( г Е +“ я ). 


Касательныя усиля, распредфленныя по сфченио АВ, должны при- 
водиться къ сил Р'). Мы получаемь такимъ 


образомъ для опредфлешя постоянной а ур-е: 2 ИС ЛИ 


ь 
Р ява | 


откуда 
р 


ое 


Черт. 31. 


Вставляя это значеше д въ выраженя (68'), 
получимъь формулы для вычисленя напряженй въ разсматриваемомв слу- 
ча. Боли взять часть кольца, соотвётствующую углу въ 90°, и закрё- 
пить его, какъ указано на чертежф, то наибольт!я нормальныя напря- 
женя будуть имфть мото въ плоскости закрфиленя, при 6 = 90°. Для 
Фоотвтствующаго сфченя СЛ будемъ имфть: 
ай и+ “ 


| (= ры 7 


— + +9) 2 


2) Вазыфр» бруска зЪ ваправлови перпендякулярвомъ плоскости чертежа 
прявигь ов едльяцу. 


з* 
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Распредфлене нормальныхь напраженй 86 по высотв ебченя ср, 
какъ видно изъ полученной ф-лы, не слёдуеть ни линейному ни гипер- 
болическому законамь, получаемымъ въ элементарной теори изгиба на 
основаши извфетныхь гипотезъ. Для сравнительной одфнки ревультатовь 
лвухъь общепринятыхь способовъ расчета съ результатами, получаемыни 
ца основани рёшеня (68'), приводимъ ниже (см. табл.) вначеня нав- 
большихь растягивающихь и сжимающихь напраженй 85, дЬйествую- 
щихь по сфченю СД, вычисленныя тремя различными способами, Вы- 
числен!я выполнены для случая 8 = 1,34. 


Гипот, лин, | Гицот, вл. 0%- 


Точное рып. 
распр. чонй, 
0. | — ооо 
2 р. 


Изкъ и вь случаВ чистаго изгиба гипотеза плоскихь сфченй даегь 
вдЪсь результаты весьма близые къ точному рёшению. 

Мы разсмотрвлиа тотъ случай, когда изгибающая сила ФР име: ^ 
ращельное напразлене. Чегко обобщить наше рёщен!е на случай любого 
направленя силы Р. 

По поперечному сВченшю №, составляющему съ лишей дк 
силы уголь 0, будуть дЬйствовать какь касательныя, такъ и нормальныя 
напряженя. Суммируя касательныя усиля, получимь значеше попереч- 
ной силы въ разематраваемомь сфченш, Нормальныя усилёя по таму 
сфченио могуть быть приведены къ одной сил, приложенной +1. 
тяжести разсмалраваемаго сфчеШя и къ парф силъ. Озбрасывая `` 
бруска ММАВ и вамфняя ея дЪйстые на остающуюся часть ММСЬ 
упомянутыми выпе силами и парой силь, мы получаемъ распредфлене 
напряжен дяя случая изгиба бруска силой и парой, приложенными 
на конц. Мы знаемъ напряжен!я, вызываемыя изгибающей парой (8 38), 
Отбрасывал ахъ, подучимь распредфлеше напряжевй при дфйств!и силы, 
приложенной на конф бруска, при чемъ уголь, составляемый этой силой 
съ концевымъ поперечнымь сёчещемь №№, опредбляется величиной % '). 


1) Нъоколько примёровъ этого родь разомотрны въ цитиропенной выше работь 
Х. Головне. Томь же дены общё формулы для порвмфщех!й въ отомъ случа и 
отыфчено, что поперечяыя сьчешя при пагябь силой яскривиязотся. 


— И - 


$ 40. Общ случай изгиба кривого бруска, 


Опредфляя напряженя въ брускЪ, изгибаемомъ силой, приложенной 
на конц, мы подобрали произвольвыя постоянныя въ рфшенши (68) 
такъ, чтобы напряженя 77 п 70 ва внутренненъ и наружномъ круго- 
вомь очертани бруска обращались въ нуль, Полагая 


28 2 

За — 1-7 =0 
а 
2 5 

246 — ит, 


мы получимь распредфлене напряжен!й для того случая, когда пром 
силы, приложенной на конц, на брусокъ дёйствуеть по наружному 
круговому очертанно сплошная нагрузка. Нормальная составляющая 
этой нагрузки мзняется пропорщонально 5% 6 и касательная пропор- 
цюнально с0з 4. 

Выбирая ф-1ю напряжен! въ форм$ 


ф-Е У, (2) 0031, 


мы получили бы рфшене подобное предыдущему, пришлось бы только 
перемфнить мфстами 56 и 6036. 

Комбинируя полученныя такямъ 
образом рышевя съ рёшея!емъ яме, 
Х. Головинъ получиль распредёлеше 
напряженй въ свод (черт. 32) для 
того случая, когда по наружному 
очертанйо свода дЪйствують пормаяь- 
ныя и касательныя напряженя, опре- 
дфляемыя формулами: 


ра д . 
= — 20+ 1056080; 70-=рзт0. 


Произвольныя постоянныя онъ опредфлиль изъ того условя, что 
элементь поперечнаго сфчешя СО, совпадающЕй съ точкой С, не совер- 
шаеть никакихъ перемфшен!й, слёдовательно 


% 
2 =0 пи г=@ я 8 
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Распредёлен!е нормальпыхь капрлжеюй по сфчешямь АВ и ОР, 
полученное Х. Головинымь для случая о == 457 и 6 == 1,15, приводемь 
въ нажеслёдующей таблаць: 


г = а | бы 9—=45°. 
у о — 0,653 — 20113 
6.025 — 2539 — 18407 
0/50 — 4301 — 12289 
0075 — 5946 — в 
0100 — 758 — 45 
0,125 — 908 — 0,89 
9150 — 10508 + 2424 


Велфдстве сравнительно малой ширины кольца (# = 0,15 а) раепре- 
дьлеше кормальньхь напряжений въ призеденномь численномъ приму 
мало отклоняется отъ линейнаго закона, ко все же и здЪсь гипотеза пло- 
скихъ сфченй даоть результаты боле близые къ точному рышеню. 

Выбирая ф-ю напряже й въ форм: 


ф = {, (7) 5% или ф=р, 0) 60890, 


мы получимъ рёшене для того случая, когда нормальныя и касательныя 
напряжен!я по круговымъ очертав!ямъ бруска мёняются пропорщоналено 
378 (10) или 005 (8). Наложенемь такого рода рёшен мы можемь п- 
лучить распредфлон!е напряже! въ брускф при любыхъ внфшнихь ва- 
трузкахь '). Для этого нужно только интенсивность внфшнихь нормаль- 
ныхь и касательныхь усилШ представить въ вадё трагонометрическахь 
радовъ. 

Мы этимъ пруемомъ воспользуемся дальше при ивслфдоваши напря- 
женй вблизи круглыхь отверсй и при опредфлени напряжен\ въ круг- 
ломъ кольцё, здфсь же приведемь общее рёшене дифференщальнаго 


1) ВИивте, С. В. СУТИ {1889 г.), сы. тавже ВИмфтге ©, В. СХХХИ (1901 г.). 
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ур-я плоской задачи въ полярныхь координатахъ *). Выражеше для ф-м 
напряженй представится такъ: 


ХЕ и + и Но ин 4,7 6 -- а, +. я 70 31 0 -- 
а, 6 
бе + + В," ут | с08 0 — 260050 
== (4 — в 8,7 и») 5410 + 


<> 
т дн 2-4 ин 
= > (аш би -- арт" Выг-т-8) соб тб 


< 
-У (ет Чит"? 4- ыго® + тия?) зи т... (69) 
ее 

Путемъ дифферендировая мы по изввстнымь формуламъ найдемъ 
отсюда обийя выраженя для составляющихь напряженя. Входяпия въ 
эти выражен!я произвольныя постоянныя най- й 
дутся изь условй на контур, къ которымъ въ 
слузаВ многосвявныхь коятуровь должлы быть 
присоединены еще услов!я ‚однозначности пере- 
ифщен!й (см. $ 30). 

При помощи этихъ общихь формулъ особенно 
просто рышается задача о распредвлен напря- 
жешй въ клинЪ (черт. 33), подвергающемся дВй- в 
ствио пормальныхъ и касательныхь усишй, при- 
ложенпыхь по транянъ О.А и ОВ, если только 
интенсивности этихъ усижй могуть быть пред Чер". 38. 
ставлены ифлыми элгебраическими ф-ями отъ х. 

Составляя при помощи фи напраженй {69) формулы для напряжейй 
Тиби располагал ихъ по возрастающим» степенямъ 7, будемъ имфть; 


ы 


| ооови 


10 2%, + 24,8 + 9, в08 26 = 90, эт 20 + 
-+ 6+ (6, 080 +- 4, т 0 = а, с08 30 +. в, зт 30) 


—- 122? ($, 008 20 + 4, 5 20 в, 60$ 40 + в, зт 40)... @) 


Я=— Ч -н 3а, 9% 20 — 26, в05 0 +- 
— 2^ (5, 310 — 4, 08% + За, зт 30 — 36, 08 36) 
+ 627 (5, 2% 20 - а, с0з 20 +- 24, $ 40 — 96, соз 40) ---. 


2) См, равфе дигированныя роботы Т. Е. МаеВей (отр. 85) и А. /Гушра (стр, 88). 
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Множитель при каждой степени г въ этихь выраженяхь заключаеть 
четыре произвольныхь постоянныхъ.-Для ихъ опредфлешя мы будемь 
имфть всегда четыре условя, такъ`какъ напряжешя 6 и 28 заданы на 
обфихт, гранахъ клипа. 

Напримфръ, въ случа равномфрнаго нормальнаго давленя р по грани 
ОА беремъ изъ общаго рёшешя (а) члены, не заключаюние г. Условя 
на поверхности дадутъ намъ Для опредёлен!я произвольныхь постоянныхь 
1, @, а, и в, ур-ня: 


и — 


й Фь=ыв 3) (8): =0 
2) бб = 9 В. =0. 


Гакже легко рфшается вопрось о распредфленти напряжен!й при изи- 
пепии давлен:й вдоль О.А по линейпому закону, по закону параболы ит. д. 

Какъ частные случаи общаго рфшетшия (@) могуть быть получены также 
результаты приведенные нами въ $ 36. При этомъ конечно нужно бу- 
деть принять во вниман!е собсёвенный вЪсЪ клина. 


8 41. Вцяше круглыхъ отверет на распродфлене напряженй 
въ плаотиякахъ. 


Предположимъ, что пластинка большихь разиёровъ паходится въ с0- 
стоянши однороднаго напряженнаго со- 
стояя подъ дёйстыемъ сйль, при- 
ложенныхь по контуру и лежащих» 
ВЪ срединной плоскости Пластинки. 
Пусть оси # и у сботвфтетвують иа- 
правлен!ямъ главныхъ напряжений (черт. 
34). Тогда по какой-либо площадк® 
тт, перпендикулярной къ плоскости 2 
и опредёляемой по направленю угломъ 8, 
нормальныя и касательныя напряженя 
Черт. 34. будуть. имбть значен!я: 


77 = Х, 50 + Х, 6080; $ та. . . (@) 


Если мы въ начал координать вырфжемъ въ пластинкё круглое от- 
версше малаго радуса р, то распредфлеше напряжевй въ пластинке 
должно измфниться, такъ какъ по площадкамъ, совпадающимъ съ конту- 
ромъ отверсмя, напряжешя должны равняться нулю. Однако, зиачитель- 
наго изифневя напряженй можно ожидать лишь вблизи отверстия, такъ 
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какъ вырфзыване отверет!я равносильно присоединению системы взаимио- 
уравновЪшивающихся усил@ разныхъ и нрямопротивоположныхь тЪуъ 
усилямъ, которыя дЪйствують въ цфльной пластинкф по площадкамь, 
‹совпадающимъ съ контуромъ отверстя. Въ точкахъ, разстояве которыхъ 
оть отверсйя велико по сравнепио съ р, такая система силъ согласно 
принципу 8. Уепаш?а можеть вызвать лишь малыя изизнен1я напряженй. 

Представимъ себ дискъ, вырфзанный изъ пластипки большимъ радгу- 
сомъ Е. Если по коктуру этого диска приложимь напряженя, опред$- 
ляемыя ф-ами (<), то распредфлене напряжешй у контура отверетя бу- 
деть на основани вышесказаннаго приблизительно такое же какъ п въ 
случаз пластинки неограниченпыхь разм$ровъ. Такимь путемъ воирось о 
вшяни круглыхь отверст И на распредфлене капряженй въ неограни- 
ченной пластинкв сводится къ отыскаею напряженй въ круговомъ кольць, 
наружный радгусъ котораго равенъ В, а внутреншй равен рад1усу отвер- 
сия р, При чемъ {> — малал величина. 

Для упрощеня введемъ въ дальнфйшемь обозначешя: 

Хх. У, х.— В 
ЕР —=8, 

тогда ф-лы (4), представляющуя распредфлеше усилий во наружеому коя- 
туру кольца, напитутся такъ: 


— — , 
7’ = р 4060820; 70 — 1820 ,...... {8 
На внутреннемъ контур будемъ имёть 
= =0. 
Чакимь образомъ вырфзанпое изъ пластинки кольцо подвергается дфй- 
ство равпомфрно распредфленпаго по наружному контуру растягиваю- 


щаго усиля р и кромЪ того сжимающему и касательному усищяиъ, иф- 
няющимея по закову: 


— — 
тг == — 450520; 19 =15%20....... 8 
‚ Напряжешя, соотвЁтетвующя равномфрному растяжевно р, опредф- 
лятся по извфезной формулВ Ляме *), оки будуть ранны: 

В 


рр 


— 
и 


— 1 
б=р-- Бр 


28 =0 


5) См, налгь курсь сопротивлевя матораловъ стр. 830. 
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Что касается напряженй, обусловленныхь усимяии (6), то соотвфт- 
ствующая имъ ф-йя папряженй на осповани общаго рышен!я (69) пред- 
ставится въ такомь видё . 

Ра В “ и 
ф = (7+ 5" -- а? + В) 008 20. 


Опредфляемыя этой ф-е напряженя получать слфдующее выражен!е: 


9 = — (2а +- баг-* - 48"—?) с0з 20 
88 = (20 +- 1262 +- 6а74) с0з 20 .-.. @ 


78 = (а 661 — баг — ое) эт 20 


Произвольныя постоянныя въ этихъ выражешяхь должны бьть вы. 
браны такъ, чтобы на наружномь коятурЪ были удовлетворены услоня 
(©); на внутреннемь контур напряжешя должны обращаться въ пуль. 
Для опредьленя @,...В получаемъ четыре ур-в!я: 

2а + ва В-* 48 =9 
24 + бар-* = 48? =0 
2а + 668" — баВ—* — 288 =4 
2а + 66° — бар-* — 28р-* =0. 


Откуда, полагал 


найдемъ: 


а р $=0; а=4 
Ветавляя это въ выражешя (е) и присоединяя къ нимъ напряженя 


(8), получимъ для напряженй у круглаго отверетя тавля ф-лы '): 


а 2 


— О 

77 = НЫ (1 4 ь 3 8.) сов 20 

—_ р ‚ й 

= + 12-4 рез В ео .. (10) 
. : 


>) С. вашу работу, О вмяни вруглыхь отрерошй ‘на распредёлеше напряяе- 
ый ть риастинкахь, Мэ. ол. Пол. Ивот. 1907 г. 
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Въ случаф простого растяженя въ направлени оси у имфемъ: 


.. @1 


т 


Пользуясь этими формулами, можно получить распредВлен!е напраже- 
ый въ растянутой полось, ослабленной круглымъ отверстенъ (черт. 35), 
если только ращусь отверсмя малъ по сравне- 
вю съ шириной полосы [при ширинё полосы 
равной четыремъь д!аметрамъ отверсчя погрёт- 
ность формулы (71) не превосходить 6°],]. На- 
ибольшня растягиваюния напряженя въ такой 
полосф получаются у краевъ отверстЁя въ точкахь 
а— а, соотвфтствующихь концамъ горизонталь- 
ваго Даметра отверстя. ЗдЪсь 0—0 и 0-= 180° 
и ф-ла (71) даеть намъ: 


(60)... = ЗУ. 


Мстныя напряжешя въ три раза превосхо- 
дятъ среднее значеще растягивающихь напряже- 
вй въ полосф. Распредёлене растягивающихъ ВИ | 
напражен!й по плоскости понеречнаго сфченя ие } 
представлено на чертеж заштрихованной пло- Черт. 35. 
щадью. Леско убёдиться на основани ф-ль (71), что 
въ чочкахь 6—2, соотнфтотвующихь концамъ вертикальнаго даметра 
отверстя имфють место сжимающя напряжения 86 численно равныя: ра- 
стясивающимъ напряжен!ямъ У,. Полученные результаты съ достаточной 
точностью подтверждаются опытами *). 

Если положить Х, = —,, то мы получимъ въ пластинкВ напря- 


‹ Ы . : 
жеше, соотвфтствующее чистому сдвиу. Нзиболышя растягивающия и 


2) Ом, Кизоь, Хонверт, 4. Уег, д, Тов. 1808 т, 
3) Сы. Ргоплва, Маней, в. Гогаерловяат. Н. 196. 
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наибольшя сжимаюция напряжения получаются у краевъ отверсйя. Ихь 
велячины, карьъ легко видфть изъ ф-ль (70) соотвфтсхвенно равны -= 4Х.. 

Мега наибольшихь напряже совпадають съ концами даметровь 
отверстЁя, наклоненныхь подъ 5 45° къ направлению сдвига. 

Еще большя мфотныя напряжеейя получаются въ раетягиваемой по- 
лос, если‘она ослаблена не круглымъ а продолговатымь отверстемь, 
вытянутымъ въ направлон!и перпекдикулярномь растяженю. Напримфрь, 
въ случаВ элиптическаго отверстя, съ большой полуосью @ и малой 
полуосью 2, напряженя у краевъ отверемя, въ точкахь, соотвЁтствую- 
щихь концамъ большой оси, перпендикулярной растяженйю,. получаются 


напряженя *); 
: 34а 
= | — 5) , 


гдБ р, среднее значене растягивающихь напряженй по ослабленному 
сЪченю полосы. 'Увеличивая отношёне в: мы можемъ получить сколь 
угодно большя мфетныя напряжения. 

Теоретически разобранъ еще случай Доиниенитнаго отверстия *). 

Случай отверстя, форма котораго подходить. къ форм поперечнаго 
сфченя желзнодорожнаго туннеля, ‘экспериментально изученъ Леономъ °). 

Сдвланныя выше заключеня относительно распредфлея напряженй 
у краевъ отверся будуть справедливы лишь до тВхъ поръ, пока мате 
раль елфдуеть закону Гука. Какь только въ перенапряженныхь метахь 
матераль выходить за предёль упругости и появляются остаточныя де- 
формащи, распредфлеше напраженй перестаеть слфдовать выше най- 
денному закону. Если растягивать полосу, изготовленную ивъ матерала, 
снособнаго получать значительныя пластичесыя удлиненя, напримфрь, 
изъ мягкаго желёза, то въ этомъ случа съ переходомъ растяженйя 8% 
предфиь упругостй распредфлен!е напряжен по сфченю, проходящем 
черезъ центръ отверсйя, приближается постепенно къ равномфрному и 
разрывъ ослабленной полосы обывновенео происходить при большемъ 
среднемь напряженши чёмь въ случа полосы пфльной. Ревультахь этоть 
объясняехся тёмъ оботоятельствомъ, что рфакое уменьшен!е площади. по- 
перечнаго сфчевшя ‘полосы у отверсмя затрудняеть образовае шейки. 
Вь случа хрупкихь матереловь, не способных получать значительныя 
‚деформащи, моменть перехода за предфль упругоети близокь къ м0- 
менту разрущен!я и потому вшяне мфоткыхь перенапряжений . должно 
сильно понизить временное сопротивлене ослабленной полосы, 


2) Ом. 0. В, ТааНа, Шивлеонлв 1918 т. стр, 416, 
>) (г, Г. Колообвъ. Плоская’ вадача твори удругосеи 1809 г. отр. 37. 
3) См. А, Тибо, МосВеласйгН% Овен, Е. 4. 58. ВыдЯ. 1012 г. 
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Это хорошо подтверждается нё опытахъ 60 стеклянными образцами. 

Еще большее вляв!е на прочность полосы оказываеть ослаблене ея 
отверсиемъ въ томъ случа, когда приходитоя имфть дфло съ перемвн- 
ными усижями. Благодаря усталости матешала въ перенапряженеыхь 
ибетахь могуть возникнуть при этихъ усломяхъ трещинка, которыя при 
дальн®йнемъ разви и приведуть къ разрушеню образца при напряже- 
вняуъ, среднее значене которыхь меньше предфла упругости матерала '). 


$ 42. Распредфаене напряженй при дёйстви на пластинку сосредо- 
точенной сбиты. 


Пусть на нластинку, ограниченную прямолинейнымь крземь АВ 
(черт. 36) дЬйствують нормальныя усиля равномфрно распредфленныя 
то лини ОО (нормальной къ срединной плоскоети пластинки), и пря- 
водялияся къ сиш Р. Толщину пла- 
станки будемь считать очень малой по. 
сразнешю съ другими размфрами и в% д 
дальивйшемь примемь ве’ равной еди- 
ниц. Такъ какъ по лини’ ОО рас- 
предвляются усншя, приводялцяея къ 
жонечной силё Р, то здббь мы оче- 
видно получимъ теоретически безко- 
нечно большия напряжения. о 

_Матераль пластинки подъ. дфй- Черт. 86. 
стыемъ сосредоточенной силы долженъ 
претердёть по лини ОО остающуюся деформацию. Чтобы имфть право 
примёнять въ дальнёйшемь выводф ур-я теоршо упругости, нахо пред- 
ставить себЪ, что мФето приложеня силь выдфлено изъ пластинки ци- 
ляндрической поверхностью малаго радёуса р, причемь этоть ращусь по- 
добранъ такъ, что внф указакнаго цилиндра матералъ пластинки нигдё 
не выходить за нредфль упругости, Задача наша’ будеть заключаться в 
разыскани такого  распредфлешя напраженй, при которомъ по краю’ 
АВ пластинки какъ нормальныя такъ и касательныя напряженя обра- 
щаются въ нуль ‘во вефхь точкахь кромь точекь лини ОО. По цилин- 
дрической поверхности, выдФляющей ликво 00, напряжея. должны 
представить собой систему силь, эквивалентную. сил Р. . 

Это послфднее уснов!е` показываеть, что ‘напряжешя по м$о% уда- 
лен!я оть лиши ОО убывають обратно пропоршонально радусу э'. Оче- 
вЯцно также, что. напражешя будуть зависфть отъ угла 8 и для одного 


3) Нбжоторые опышы, одфивывые въ отомь паправношш, указаны вЪ нашемь 
уро сонротивия мазераловь ом. отр. 89 (1914 г). 


— 126 — 


и того же разстояня ” эти напряжен1я должны быть тфмъ больше, чёт, 
ближе 0 къ нулю. 

Попробуемъ удовлетворить дифференщальнымь ур-ямъ равноввея п 
основному ур-Но плоской задачи: 


о. 


9? км 00] д , 90° 


дояуетивъ, что въ каждой точкЪ пластинки имфеть мФето простое сжа- 
18 пс паправленио ращусв 7, соединяющего данную точку съ точкой 0) 
и что величина этого сжимающаго напряженя пропоршональна сд 6 *), 
Вь такомъ случа при выбранныхь нами поляркыхь координатахь бу- 
демъ имЪть: 


сень. @ 


гдё # коэффищенть, величину котораго опредфлимъ изъ условй равно- 
въейя. 

Легко убЪдиться дифференцировашейъ, что выбранное нами распре- 
дёлеше напряженй соотвфтствуетъ такой фи напряжен!й: 


190510 
т. 


Фф-йя эта удовлетворяеть ур-1ю (а). Въ такомъ случа рЪшене ($) удо- 
влетворяегь ур|яиъ теори упругости; оно удовлетворяеть также усло- 
вно на краз 4В пластанки и слёдовательно представляеть собой рыше- 
1е поставленной выше задачи, . 

Остается теперь подобрать произвольную постоянную величину # тат, 
чтобы усишя по цилиндрической поверхности радёуса р; выдёляющей 
лин!ю приложевя силъ, были эквивалентны силф Р. 

На элементь поверхности, соотвётетвуюлий углу 40, приходитей 
усиле: 


17. р = -— #0050 8. 


Нроэктируя веб эти усимя на направлене силы Р, получаемъ для 
опредфленя # ур-1в 


2 Дьсоь =—=рР 


) Это рышеше впервые получено Р№тапе, Раз С. В. СЖТУ (1892 г) бы. 
таки, Дппа/оз 468 Ротиз © СКапааво 1893 г. 


откуда ор 


я= 2 98... (18) 


Если изъ какой-либо точки по лини дёйствя силы Р описать окружноеть 
касательную къ краю пластинки АВ (черт. 37), то для вохъ точекъь этой 
окружности величина = будеть постоянна и равна 2, тд @— да. 
мегръ описанной окружности. Слёдовательно гочки равныхь напряжений 
зъ пластинкё  распола- 
таются на окружностяхь, 

‚ касательныхь въ  лищи 
АВ въ точкВ приложешя 
силы 0. 

Раземотримъ напряже- 
щя въ пластиныв по ка- 
кому либо сфченно им, 
перпендикулярному къ на- 
правлешю силы Р. По Терл, 87. 
этому обченио будуть дзй- 
ствовать какъ нормельныя напряженя У,» такь и касательныя на- 
пряжешя Х,. Такь какь въ каждой точкф пластинки имфется простое 
сжаше въ направлеши г, то для какого-либо элемента @, составляю- 
щаго съ радусомъ г. уголь 


п 
5-6 
будемь имфть; 
з 
Ув = — 2 9, 
ж г ЮО 
= 2Р зи. с05' 0 _' 

Хх, = тов 2 


пли, принимал зо вниман!е что 088 == у:”, #6 =-—-#:*, получимъ: 
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ПНодобнымъ же образомъ найдемъ 
Х.= и. 


При выбранномь чисто ращальномь распредфлени напряженйй (72). 
по сёчешямъ перпендикулярнымь къ пластин и проходящимь черезь. 
точку приложешя силы нфть никакихь на- 
пряжен!й, слфдовательно, мы можемъ восподь- 
зоваться нашамъ р$ёшешемъ для. опредфлеяя 
напряжен!й въ клинф, подвергающемся д%й- 
ствю силы Р, сосредоточенной въ вершинь ). 
При этомъ нужно будеть только соотвфтетвую- 
щимь образомь выбрать коэффищенть № въ 
общемь рышенш (5). Возьмем, напримфрь, 
случай симмегричнаго клина (черт. 88). Если 
предположить, что въ каждой точк$ дЪйствуеть. 
простое ращальное сжал 


— Я 6080 
Черт. 88. =! 


70 для опредфлешя коэффищента А позучимь ур-не: 
Я 
2 { т.т 0080 @ = —Р. 
$ 


Интересно прослдить измфневе нормальныхь напряженшй У, по свче- 
ню клина 9% при различныхь значеняхь а. 

Обозналая черезъ # разстоян!е поперечнаго сфчещя клина 9% оть 
вершины, получим» для напряженй У, формулу 

у Гм . и 
о ам" 
. ь . 

Для точки С эти напраженя равны —— 5. Что же касается край 
нихъ точекь поперечнего сзчешя им, то для нихь напряжене зависить: 
от угла а и опредфляется по формул: 


До Й : 
- Бан") * 


2) См. Мезпарег, дила]ев 408`ропёз её сБедавбев 1901 г. 4-е Тениеврее, Ом. тако" 
Морей, Гопдол Маф. Зое, Ргос.-т. 34 (1902 х.). 

Тоть случай, ногда точка прилонокя онзы во созпедаоть оз зертиной зиияа,: 
`еяомотрьнь БК. УЧерлала Рамы, ом. ИбНосрт, &, Мей: п, Вуз, т. 55 (1907 г): 


Для угловъ а == 45°, д == 80° и а == 15° эта формула дает 


в ь ь 
у 248 = ПЕ. 


По этимъ ревультатамъ можно составить себ представлеше относи- 
тельно того, насколько неравномфрно распредфляются нанряжея при 
сжати клина Въ зависимости оть. 
угла при вершин%. 

Въ случа изгиба клина (черт. 
39) мы можемъ воспользоваться 
прежнимь рёшешемь (5). Отсчи- 
тывал @ оть направлешя силы Р, 
найдемъ, что по лиБи 0х напря- 
женя обращаются въ нуль—здфев 
пройдеть нейтральный слой. Для Зоре. 89. 
точекь, лежащихь выше нейтраль- 
наго слоя, будеме имфть ражальное растяженю въ точкахь, расположен- 
ныхь ниде нейтральнаго елоя будемъ имфть слаще. Коэффишенть # въ 
общемь рышенш (6) опредёлится изъ. ур-{я: 


+8 


[7788.14 = —Р, 


® 
2 


— 
Вставляя вивсто 7’ его значеше ($), найдем для А выражене: 


2Р 


а. 


Нормальныя и касалельныя напряжен!я по поперечному сфченйю пред- 
ставятся такъ 
"0 
24)? 
и“ 0 
(ба — эт 9а)` 


Здфсь черезъ М: обозначена величина Р, изгибающаго момента въ 
сфчеи ие, 
Въ случаь малыхь значенй угла я можно подожить 
. 2) 
2а — 3% За = © 


&, П, Тижошенно, 9. 
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и представить формулы для напряженй по сфченно ии въ такомъ видь: 


Му [19° . 12Ру? 98. 
Хх, =— т (““ #18; Х=— —й- (“= 3* В. 


При малыхь значеняхь я 36 близокъ къ единиц, распреджлеше 
нормальныхь напряженй Х, мало отклоняется оть линейнаго закона, 
принимаемаго въ элементарной теор при разсмотрфни изгиба брусьевь 
перемфннаго сёчешя. Тасательныя напряженя хостигаютьъ наибольшао 
значення у верхняго и нижняго края попоречнаго сфчешя иж. Полагая 


3 
См. = Вр (99 о 


При малыхь значеняхь а эта формула даеть для (Х)„„. величину 
близкую къ ЗР:Й, т, в, вдвое большую того, что получается въ элемен- 
тарной теори изгиба’ балокъ по- 
стояннаго  прямоугольнаго сфчешя 
для точекъ, лежалщихь по нейтраль- 
ной лиши. 

Рёшене (72), полученное нами 
для тонкой пластинки, можехь быть 
‚примёнено и къ случаю длинваго 
цилиндра съ плоской гранью 4800 
(черт. 40), если давлешя равномЗрно 

Черт. 40. распредфлены по образующей ци. 

. линдра совпадающей съ осью 2. Вь 

этомъ случа въ мЪстахъ, удаленныхь оть кондовъ цилиндра, деформа- 

дя будеть приблизительно плоской и при изучеши. напряженй можно 

ограничиться разсмотрфщемь вырёзанной изъ цилиндра пластинки, раз- 
мЪръ которой въ направлен оси # равенъ единиц, 

Безъ всякихь затруднен! рёшене (72) можеть быть примвнено и 85 
случаф дЬйствя нфсколькихь сосредоточенныхь силъ (черт. 41). Складн- 
вал дЪйствя отдЗльныхь силь, мы для какой либо точки „А пластинки 
получимъ ташя значеня напряжений: 
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х р (2. 88° 6, 608 0, З БР 3 0, 0080, 
ы ж т: И т 
2 /Р, 0080, -Р, 005? 6, 
х 2 [Р, 80, 208? 0, + Р, 5% 0, сз? 6, + 
у я я т, ... 
Зе Р, Р,,. . .представляють собой значешя ожимающихъ-силъ, 


отиесенныя къ единицф толщины пластинки. 


Черт, 41. Черт, 49. 


Оть сосредоточенныхь силь легко перейти къ любой сплошной на- 
трузкВ (черт. 42), распредфленной на участкф жи. Нени черевь р 060- 
значимь интенсивность сплошной нагрузки, то давлене, соотв тствующее 
безконечно-малому элементу, заштрихованому на чертежф, будетъ равно 


279 
6088 ° 


Формулы для напряжен!й въ точк$ А напишутся такъ: 


$ [ реотоФ еек (14) 


Г 
2] р 30. 2080 08 


-$, 


На чертежь (43) представлено раснредёлене касательныхь напряже- 


НЙ по аа въ случаф дфйств!я равномфрной нагрузки интенсивности р на 
5+ 
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участкВ а. Для какой-либо точки А прямой аа напряжене, на о6но- 
ванш вышеприведенной формулы, напишется такъ 


р 
= ХВ, = ру 


Ире 


Наибольшее напряжен!е равно 2 ). 6 


возрасташемь у напряжене быстро падает, 
Легко провЪрить, что сумма вехь паватель- 


ныхь убили по сбченю аа равна 2 Вьса. 
момъ дЬлВ ® 


Черт, 48. 


р р > 
2 % __ м . 1 2. 
ох, = г" т и. п турки | 2 
$ ; 


Мы до сихь поръ предполагали, что силы направлены нормально къ 
прямолинейному краю пластинки. Не трудно распространить рёшеше 
также на случай наклонныхь силъ, такь какъ при дёйетыи силы Р ка- 
правленной по АВ (черт. 44) имфеть м®ето прежнее р®шене (72), 
в нужно только 8 оточитывать отЪ новаго на- 
правленя силы Р. 

При разысканёия рзшевя (72) мы пред- 
полагали; что пластинка имфегь безконечно 
большие размфры и потому пренебрегали 
весьма малыми усищями по контуру. Нолу- 
ченное р8ёшеню можеть быть примнеко 
таюже къ пластинкВ конечныхь размфровъ, если нужно разыскать напря- 
женя вблизи точки приложен!я сосредоточенной силы Р. Для опредфленя 
напряжеей въ точкахь, удаленныхь оть силы Р, необходимо принять во 
знимав!е распредфлен!е усил по контуру пластинки, благодаря чему 
задача становится гораздо сложнЪе. Мы приводимъ здЪеь нёокольк р}- 
ен для частвыхь случаезъ, могущихь имёть практическое значен!е."). 
При изелфдоваюи изгиба прямоугольной пластинки сосредоточенной си- 
лой (черт. 45) мы можемъ ддя точекъ, удаленныхь оть концовъ и оть 
уста приложевя силы Р, зычислять напряженёя пользуясь рфшенемь 
для изгиба балки силой, приложенной на конц (8 32). У точки. през 


Черт. 44. 


У) Мы ноключвомь пез резомотрышя точну а, ооотаЁтотвующую разрыву’ но 
прерыпности выражен й дия напряжов!Ё и дия вньшникь давлевН. 
3) Сы, Г. М, @. ВНов, РЫЙ, топа, т. 201 А (1908 в). 
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ложешя силы Р на вычисленныя такимъ образомъ напряжен!я наложатся 
мБетныя напряжевя оть сосредоточенной силы. Въ начал координать 


эти напряжешя имфють ташя 
значешя ‘) ь р 
— В. р 
Х, = 0,249 55; 4 А + 
1 01 И 
1 1 


— 0,920 5 


2%’ 12 ни ы 2: 
а : 2—5 
Черт, 45. 
Для нижней точки В тЬ же напряженя равны: 
Р 
Х.=— 0250 55; У =х,=0. 


Сравнивая эти результаты съ наиболылими напряженяии Х, оть 
изгиба равными: 
р # 
96° 95’ 


заключаемъ, что дополнительныя напряженя ВЪ ТОЧКАХ ОВ могуть 
иыфть практическое значене лишь въ случаф сравнительно короткихъ 
баяокъ. 

Появлев!е дополнительныхь сжимающихь нанряжен! Х, зъ точкф В 
можно объяснить себф такимъ образомъ. Ращальныя давления у точки 4, 
(черт. 46, фиг, @) статически 
эквивалентны вертикальной ` р 
силь Р и двумъ горизонталь- . 
нымъ взаимно противополож- А 72 
НЫМЪ СИЛАМЪ Е {см. фиг. 5). ы 22 ы 

Эти эксцентрично прило- | 
женныя продольныя силы фиг. а, Фиг, &. 
вызовуть по поперечному с$- Черт 46. 
ченю какъ растягаваюдия 
напряжения, такъ и напряженя изгйба. 

Послёдыйя напряжевя для нижняго края пластинки очевидно будуть 
сжамающими, 

Замфтимь, что распредфлове напряженй для разсматриваемаго слу- 


2. 


й 


3) Сы, Выыше дитированную работу Шоп’ стр, 100 п стр. 108, 


— 134 — 


чая изгиба прямоугольной пластинки сосредоточенной силой можно полу- 
чить при номощи общаго ръшеня плоской задачи для полосы (8 35) 
слфдующимъ образом, Исходимъ изъ рышеня (72), нолученнаго для пла- 
влинки безконечно большихь разыфровъ. Этому рышенно соотвтетвуеть 
вполнз опредёленное распредфлеше касательныхь и нормальныхъ напря- 
жевй ло СР (черт. 45) и по концевымь поперечнымь сфчешямь пла- 
стинки. Ириложимъ теперь по СД усимя равныя в прямопротивополож- 
выя только что найленлымь и разсмотримъ изгибъ пластинки подъ д! 
стыемъ этихь усил, Распредфлен!е капряжея!Й въ этомъ случа можеть 
быть приближенно представлено тригонометризескимь рядомь ($ 35). 
Налагая два полученныя такимъ путемь рфшеня, придемъ къ изгибу по- 
лосы, нижняя гравь которой свободна отъ всякихъ усилй. 

Намъ остается только наложешемь простого растяжев!я по оси х-овъ, 
И чистаго изгиба парами, приложенными по концамъ, привести усимя 
по концевымь сёчешамъ къ вертикальнымь опорнымь реакщямъ, раз- 


2 
ЯЫМ 5. 


. Вь томъ случаф, когда пластинка съ прямоугольнымь коктуромъ под- 
вергаетея дЪйствИо двухъ взаимно противоположных силь Р (черт. 47), 
распредвлене напряженЙ у точекь приложевя сить съ достаточной точ- 
ностью ножетъ быть представлено ршешемъ (72). Въ удаленныхь точ. 
кахъ величины напряженй могуть быть получены такимь же путемь, 
хакь и`въ выше разсмотрфнномь случа изгиба пластинки *). 


ны 
ты 
р НОРЫ 
{ . «9 
И й В 
+ # пм 
@ й и 
+ ГЫ Н 
р 
- = ши 
ИЕН 2. 
й : ГЕТЕ : 
Черт. 4. Черт, 48, 


На чортелЁ `48 представлено распредфлеше папряженй У, по нор- 
мальному сфчено пластинки, проходящему черезъ ось д. Мы видимъ, что 
сжаше распространяется лить на ширину яЪеколько большую ширины 


) бы. Ткоре, ДеБвоьи. Е. Мабв, ч. РВув, 56 (1907 г). 


— 135 — 


половы и распредЪляется по сфчению весьма неравномфрно. Наибольшее 
напряжение соотвЪтствуеть началу координать, здбоь имъевь: 


2Р 


= 144. 
те 


В 


Изслфдовань также случай, когда силы Ф сдвинуты одна относительно 
другой (черт, 49). ЗдФоь интересно отифгить распредлене касательныхь 
напряженй по поперечному сфченшю 


тт, дВлящему пополамь разстояне т ГР 
между литями дфйстыя силь Р. ‹ 
При малыхь значешяхь разстоя- г 
31.38 
пряженй можеть еильно отклоняться ин Е 2 
Е 


оть параболическаго завона, принимае- 


я 2 распредлеше касательныхь на 
$ 


Черт. 49. Черт, 50. 


маго обычно при расчетахъ, На чертежё (50) показано ‘) распре- 
дрлене, этихъ напряженй для нбеколькихь частныхь значен!й отнолеея 
$:6. Въ каместв® послёдняго примфра приведемъ случай растажешя 
прямоугольной полосы си- 
лами, сосредоточенными на 
продольныхь граняхъ (черт. 
51). Примфрно въ тавихь 
условяхь при нЪкоторыхъ 
спасобахь закрфилейя мо- 
жоть оказаться металличесый Черт. 51. 
брусокъ при испытани на 
разрывъ. Для опредёленя модуля упругости Е измёряють обыкновенно 
удтинен1я но кралмь 40 и ВР бруска. 

Предполагая распредфлеше растягивающихь напряжений по сфченно 
бруска равномёрнымъ, опредёляють модуль упругости изъ соотношеня: 


Р 
вы = Бо. еее + 


Толщина пластинки принята равной единиц длины. 


1) бы. выше пчтированную работу ТИол’а отр. 128. 
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Болфе подробныя изслвдовашя показывать, что въ мфетахъ, близкихь, 


къ точкамь приложеня сихъ, растагиваюлуя напряжетя распредзляютеа 
не равномфряо и въ ф-лу (4) необходимо ввести нзкоторый множитель я, 
зависяний отъ разотояшя % разоматриваемаго. сфченя до мфсте прило- 
женя силъ. 


Удинненв придется вычислять по формуль 


Е 
бы’ 


при чемь значеня о приведевы въ нижеслдующей таблиц: 


097 | 0,082 | 0,988 | 3,084 | 1,652 


Мы видимь что, лишь у м5ета приложеня силь получается значительное 
неренапряжене матешала,“Отступая оть мфста приложевя силь на рая- 
стояще равков ширинь полосы, мы можемъ съ достаточной точностью 
считать распредфиове напряжен! равномфрнымь и примВнать ф-лу (4). 


$ 43. Сжате кругового дивка и кругового кольца двушя взаиино противо- 


положиыи сихами. 


Равсмотримъ предварительно распредфлен!е напряжен!й въ неограни- 


ченной пластинк® при дфйстви сосредоточенной силы. Жъ рышеню этой 


Терт, 62, 


задачи мы придемъ, складывая двВ пластинки, 
ограниченныя прямолинейными краями АВ и 
4,8, и нагруженныя силами Р, Взявъ р№е- 
не (72) предыдущего параграфа, мы найдемь, 
что по ‘краямъ пластинокь АВ и 4,В, ни 
никакихь напряженй, Жаждая пара соответ“ 
ствующихь точекъ 9% и ж будеть совершать 
только вертикальное  перемфщене, одинахо- 
вое дня обфихь точёнъ, поэтому мы“ можемь 
06% пластинки ПослЬ деформащи сложить. 
Получиыь одну неограниченную пластинку, 


къ которой приложена сила 2Р. , 


Разсмотримъ теперь тоть случай, когда къ пластинкВ неограничен- 


ныхь разифровъ приложены вЪ точкахь 4 и В (черт. 53) двф прямо 
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противоположныя силы равныя 2Р. Выше мы показали, что при опре- 
дбленш напряжен!, вызываемыхь каждой силой въ отдфльности, можно 
пользоваться рёшешемь (72). 


Черт. 53. 


При: опредфлени напряжешй въ какой-либо точки М нужно будеть 
суммировать дёйстйя радальнаго сжамя у 


соотвётствующаго сить, сосредоточенной въ „4, и рашальнаго сжатия 


ЭР 6080, 


т т, 


оть силы 2Р, приложенной въ точкз В. 

Особенно нроето это суммироваше выполняется для точекъ, лежа- 
щихь на окружности, описанной на 48, хакь на ШамэрВ, Для этихь 
точекь иаправленя. “и ”, будуть взаимно перпендикулярны и соотв®т- 
ствующя имъ напряжен!я будуть, слфдовательно, главными напряженями, 
Кром того для тёхъ ме точекь мы будемь имфты 


6088 _ 
т 


гдф 4-_разстояне между точками А и В. 

Олвдовательно, при дфйстви на неограниченную пластинку двухъ 
взаимно противоположныхь сжимащихь силь 2Р, приложенныхь въ 4 
и В, во вофхь точкахь окружности’*), построенной на АВ какъ на д1а- 


1) Точки 4 и В при этомъ, конечно, поключаются. 


— 138 — 


метрь, возникаеть равномёрное сжат!е и соотвфтотвующее сежимающее на- 


пражеше равно: 
ЗР 


ели по этому кругу произвести разрЪзЪ, то получимь распредёлене 
напряженй въ круговомъ диск, сжатомь двумя взаимно противополож- 
ными сосредоточенными силами Р и нормальными давлеями 


ЗР 
— = 
равномёрно распредфлениыми по контуру. Присоединяя къ радальнымь 
распредвленямь напряже й равномфрное раетягивающее напряжене 
величины хр, получим рышене задичи, предотавленной на черт. (54) '). 
Примфрно въ такихь услошяхь каходится 
элементь цилиндрическаго катка мосзовой 
опоры, вырфзанный двумя плоскостями 
периендикулярными оси цилиндра. Давяе- 
ня, поредаваеыя на катокъ, продпола- 
газотся равномёрно распредфленными вдоль 
образующихь цилиндра. При этомъ усло- 
ми можно считать деформацию вдали оть 
концовъ катка плоской. 

Вычислимъ величину напряжешй по 
какой-либо площадкВ ии, ложащей въ 
плоскости  даметральнаго  сфчещя въ 

Черт, 54. равстояви 2 оть оси калка. По симмет- 

`и заключаемь, что касотельныя напря“ 

девя по этой площади отсутствуютъ, Нормальныя напряжешя полу“ 

чимъ, суммируя дйетыя двухь радальныхь ожимающихь напряженй 

съ равномёрнымъ растяжешемъ. Принимая во вниман!е, что для. точекь 

даметральнаго сфчешя иу=-», и 0==0,, получимъ окончалельно для 
площадки ии: 


1, к х ла та 


АР. 8, 2Р _2Р|, 48" 
{фт 
У концовъ даметра СР напряжешя эти обращаются въ нуль. Въ 
центрф они достигають своего наибольшаго значеня — 8%, т.е. равня 


1) Рышен!е `отой ‘и ольдующей: звдечи получены Немибу. Су. Иейаона, Май: 
п, ФВув. в 28 (1883 г.). 
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примёрно двойному среднему значенно, получаемому длешемь силы Р 
ца площадь даметральнаго сёчешя СТ. 

Вопросъ о раснредёлеши напряжен!й у точекъ А и В въ томъ слу- 
ча, когда силы Р являются результатомъ надавливан!я одного тЬла на 
другое мы разсмотримъ ниже въ связи съ задачей о сжали упругихъ тВлъ. 
озвралимся теперь къ распредфленю нанряжешй въ неограниченной 
пластин, представленной на чертежВ 53 и разсмотримъ напряжеяя въ 
точкЪ М, лежащей на кругё АДВО. Возьмемъ въ этой точк площадку и, 
нормальную къ плоскости пластинни и касатеньную къ кругу АДВС. 
Углы, составляемые этой площадкой съ направлевями радусовь гит, 
опредфлятся какъ углы между касательной и хордами круга АДВС и 
будуть равны, какъ легко видфть изь чертежа, угламъ 6, и 0. Олвдова- 
тельно нормань къ площадкВ ти, даметръ круга ММ, будеть составлять 
въ радусами г и 7, углы: 90°— 6, и 90° —9. Нормальныя и касатель- 
ныя напряжея по вии, обусловленных радаяьными сжаями поги?,, 
представятся такими ф-ами: 


р (= но, = 995 вр 5) 


в = — — + 

т 

ЗР [0080 603 8 ® 
= в 0, 2050, — = 31 В 608 6) 


Эти формулы сейчась же упрощезотся, если принять во вниман!е, что 
изъ прямоугольныхь треугольниковь 4ММ и ММВ имфемъ: 


т ==. 9, 86; 7: == @, 80 6. 
З4$сь лерезь @, обозначень даметрь круга АРВОС. 
Вставляя это въ формулы (а) найдемъ: 


в 2-0 #=0....... (6) 
в 


т. в. по пиощадкамь касательнымьъ къ кругу АОВО будуть дЪйствоваль 
лишь нормальныя напряжения ($) постоянныя по всей окружности. Если 
на принятое нами радальное распредёлене напряженй наложить равно- 
ыЪрное растягивающее напряжене величины 


2Р . 
та, 9т (9 6,), 


то мы освободимъ окружность круга А4Р.ВС оть ‘нормальныхь давленй 
и получимь распредфлене напряжен! въ дискё даметра 4,, ожатомъ 
двумя равными и прямопротивоположными силами Р, приложёнными по 
концамь хорды АВ. 
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Легко получается также распредёлене напряженй при дёйстви яз 
окружность диска пфлато ряда вза- 
имно уравновфшивающихся сосредо- 
точенныхь силъ. Раземотримъ одну 
изь этихь силь, ДФИствующую вь 
направлеши хорды 4В (черт. 55). 
Исходимь изъ рашальнаго распред- 
леня напряженй у точки А, тогда 
въ точкё О по площадь ии на 
окружности диска получимъ радал- 
ное сжимающее напряжен!е. Относя 
все къ координатамъ >, и 0,, будемь 
имфть для этой точки: 


Ф-? 
т, 


я 2Р 208 0, Яо. 
т м 


Перейдемъ тенерь къ координатань ” и 6, имфющимь свое начьо 
въ центр диска. Тогда для той же точки О окружности диска будем 
имВть: 


ЭР 08 6 
ЕО А ив, 

р @ 
— ЭР 0088, . 
78 = — — "58 6088, 

® 1 


Здесь принято во вниман!е, что рамусь ОС составляеть сь напра- 


влешемъ ^, уголь равный 90° — 6,. Вводя обозначене 4 для маметра. . 


диска и.принимая во внимано что 7, = 9540, можемъ представить 
ф-лы (6) въ такомъ вид: 


— р. Р 

= — ду + 6) — ду 6, — 6; 
— Р . 
79 27 008 (8, = ®,) г ев (0, — 61). 


Такимь образомъ при приняхомъ радальномь распредфлеви по’ 1о- ` 


верхности диска появляются слёлующе три рода напряжен!: 
1. Сжиммощёя вапряженя, равномфрно распредфленныя по ‘окруя- 
ности диска и равкыя 


Р. 
— а" (+ 6,). 
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2. Равномфрно распредфленныя ко окружности диска касательныя на- 
пряжешя 


— 2 608 (6, -- 6,). 


3. Наконень на каждую площадку ии иа опружности диска ДЬЙ- 
ствуеть напряжене су, имфющее направлек!6 противоположное сил Р. 

Принимая во внимане, что уголь между направленемъ силы Ри 
площадки #ю равенъ 0, —0,, легко убфдитьел, чзт0 это послёднее иа- 
пряжене дасть намъ составляющия: 


— Р. 
7 = — дав (6, —6,); 
70 = — 51008 (0, — 0,) 


Представимь 66% теперь, что на дискъь дЪйствуетъ система взаимно 
уравновфнивающихся силъ, Принимая для каждой силы соотвфтетвую- 
щее радальное распредфлеве, подучимь для площадки и напряжене, 
составляющееся изъ такихъ частей: 

а) Нормальнаго сжата 


Р 
_У ат (0, = 6,). 
ь) Касательнаго напряжея 


— У Е 608 (0, = 6, 

с) Изъ напряженя, представленнаго геометрической суммой напряже- 
я вида (3). 

Замфтимъ, что напряжешя (6) и (6) въ случа системы взаимно урав- 
новфшивающихся силь равны нулю. | 

Зъ самомь дЪлф, напряжене (2) пропорщонально 


У Ресз (0, -+- 0.) 4 
а ) 


& эта сумма представляеть собой ни что иное, какъ моментъ вОВхЪ силъ 
относительно точки О и обращаетсл въ нуль. Также точно напряжен!е 
(2) пропорщюнаяьно гоометрической сумы всБхь приложенныхь къ диску 
СИЛЬ и тоже обращается въ нуль, такъ какъ эти силы находятся въ рав- 
новфош. 
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Мы видимъ, такимъ обравомь, что наложив на напряженйя вида (6) 
(стр. 140} равномфрное растягивающее напряжея! равное 


У Е зла (61-5 8), 


получимъ рЪшене задачи для случая диска, подвергающагося дфйстью 
системы взаимно уравновшиваюжщихся сосредоточенныхь силъ 1). 
Пользуясь рышенюмъ для сплошного диска можно 
найти распредёлеше напряженй въ круговомь кольца, 
подвергающемся дёйствию сосредоточенныхь силь, при- 
ложенныхь по наружному контуру. Возьмемъ, папри- 
мВрь, случай кругового кольца, сжимаемаго двумя 
взаимно противоположными силами *) Р (черт. 56). 
Исходя изъ рьшеня для сплошного диска ра» 
р уса 8, легко находимъ нормальныя и касательныя 
яапряженя по площадкамъ нормальным къ плоскосяи 
диска и касательнымь къ кругу рашуса а. Теперь 
представимъ 006%, что по этому кругу проязведенъ разрёзъ. Распредф- 
лимъ по контуру полученпаго такимъ образомъ отверетя пормальныя и 
касательныя усиля равныя и прямо противоположныя только что най-. 
деннымь и опредфлимъ при помощи 
общаго рёшеня (69) соотвЁётетвую- 
ия напряженя въ кольц$. 
Суммируя эти папраженя съ 
напряженщями для сплошного диска, 
получимъ ршен!ю поставленной за- 
дали. На чертежа (57) заштриховае- 
ной площадью представлено распре- 
дфлене нормальныхь напряжешй по 
поперечному сЪченио кольца, перпен- 
дикулярному къ лини дЪйствя синь 
Р. Вычислейе напряженй пройзве- 
дено для того случая, когда В = 24, 
Для сравнешя на чертежф прямой 
лишей и пунктирной гиперболиче- 


р.) 


„Черт. 56. 


рб 
я © 


5 


РЕЧИ ОРРНОШЕНЯ 


ъ чая 


Черт, 57, 1) МовеЙ раснростриниль это рышеше 
ва случай дЫютыи  сосредоточенныхь 
олть нь края круглаго отворони, вырааниаго въ пластинив нвогрьниченяыхь рий- 
мфровъ. Имъ дано рыпев/о тышее для случах Тнзнелвго диска, См, Шетевагу РЕБ 
ЪаНодз 02 Р1апе БЕгевв, Ргос, Ьопа, хай, Бос. т. ХХХИ (1900 =), 
5) Ом. нашу работу: О распредфяеши наприженй въ круговом» кольць, Изв. 
юз. вол. Инсг, 1908 т. 
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ской кривой предетавлоны распредфлешя тфхъ же напряженй, получае- 
мыл элементарпымъ путемъ на основани общепринятыхь двухъ гипотез». 
Опять мы имфемъ возможность убфдиться, что гипотеза плоскихь сфченй 
даеть результаты весьма близюе къ точному рытшенйю задачи. 


$ 44. Приближениые оловобы р®шеня плоской задачи. 


Въ 9вхь случаяхь, когда по удаотоя найти точное рьшеве плоской задачи, 
мощно получить пряближениое рынеше, воспользозавшист, началомъ возможныхь 
перомфщетй и общими разсужденыями, приподонными п парографВ 28. Будомъ 
пренебрегаль объемпыми сяцами и опродблимв плоское напряженное состоян:е 
при помощи ф-т папряжевй ф (е, у), ° 

Соотвётотвующия этой фЧи напрящешя и перемёщенЫы должны удовлетворить 


уро 60) 
8 тата = | Гежм-ьвеияч- ау) 8... . @) 


Донустимь, что приближенное выралоне фи напряжон:й можеть быть пред- 
оталлено въ видё ряде: 


фи (у = ай, (0) У) 5. сы), ое. > (6) 


При чемь фиш Л (0У),.. .Л,@)) подобраны танимъ образом, чтобы были 
удоллетворены услошя на тЬхь частихь поверхности тфла, гдё заданы поверх» 
ностныя уси, 

Мьняя зъ выражен (5) звачешя кооффищентогь а... -@, мы будемь по- 
пучать различный распродфлев я папряжешй, удовлетворающия укозавнымъ выше 
успошямь нь поверхности. Приближенное рёшешю задачи мы иайдемъ, выбравъ 
порффищюнты а,. . са» таки, чтобы было удоплетворено услоше (4), т. е. ятобы 
а. . .@, удовлотворяли ур4ямь виде: 


а: Г таеие= ГУ анна Зоне бы) ..... © 


Вь отижь ур-Чикь У, Х, У, н 2, вырьжены при посродетев ф-ш папряяешй 
$, (9). Иптегрироваше въ правыхь частият. этихь ур распроотравлотсл лишь 
на ТЬ части поверхности, гдВ заданными явилются перемёщен!я и, у и 90, 1. к. па 
остальныхь  частхь поверхности“ пронаводныя 


ди, '.. Обрыщеются 0 нужь. Копи задалшыя пе 
ремфщены и, у пр равзы лулю или зе ция всей 
поверхности тёпа заданными пзляются ‘поперх- 
посптыя усплл, то правая часть ур4Ё (0) обра- 
щаетел въ пуль п возффишенты а. . са» при- 
ется опредфиять наъ условы: 


8 Д таоа=о. 


Примфнимь эти общия соображешя къ такому Черт. 58, 
частному случаю. 
Предположим, зто прямоугольная пластика АВОЛ (черт. 58) сжимается 
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между доснами пресса, при чемъ враки пластинки ВС и АР оотьютоя плочииии 
п точки отихь грапей мотугь перошыцатьсл лишь параллельно оси # 1). 
Мы удовшетворимъ усломямъ па боковыжь транихь пластинки, осли положь: 


о ау но И РР (ан, 


В» самомь дЬШЬ, соотвфлотвующия выраненя дия напрлмен предотавалол 
пазы: 
2, (й — 19а, бр рай ч- 30а; (у — у 


— 84 (? — 9) ву — 4, (" — ау — 48а, (у — Мм. 


ви оти, очевидно, обрадцаются ль нунь при у = =. 
Ур-я (0 въ дённомь случаб будуть имёть такой виды 


2 тать] Вы... 
у, 


Эдёсь чорезь № обозначена величина сяцмйт пластивии. Тошщииа плоотиани 
въ направленш нерпендикулярномь въ ппоскости ду принята равной единиц. 

`Вотавияя въ эти ур-я выражения для напрящьнй, выравимь во кооффикенты 
а,. . в, червь поличину ежели 7. 

`Не трудно получить пырыкенрю тёхть яю возффищентовъ черест величину они: 
маощен силы Р, оли только воспользоваться урЧемъ статики; 


Воь укаванныя вычнолошя быди произведены *) ди случая квадратной пл. 
отняни, у которой =1. Полученное распредёлен!е пормальныхь и насатель’ 
ныхъ наприяеный по плоскостяыь сопринаваши плаотинки оъ досками пресоё пред“ 
отавлено на черт. (59). Для нормальныхь напряшевЙ нышдал цифтна на чертеяй 
соотвйтотвуеть напряженро 0.05.2 ет", Дия каолольныхь напряже! взять мо 
затабъ въ деслть разЪ прупнфе. Влагодаря тренфо, препятотвующему поперечному 
равширенно пластинки, нормальный наприженя раепродёляются по плобкостяыи 
соприкасвтя пластинки оъ доеками пресса не разномёрно. Наименьшее напряже“ 
8 иыбеть мото по орединА ширины пязотинкх (при у=0), Веиичина наиболь- 
зпаго напрященя отиичавтел оть средняго напряжения (БР {ст примёрно на 19. 

Жаовлельных  папражешя по. плосиоотлыь сопринасыця обращаются въ нуль 
при у=0Он прк у==+Ъ, Нанбольшаго вкачешя равнего 0,092 Кот? вти-навря 
женя достигыють при у250,56. 

Чтобы» зылонить опепонь точности полученкаго результата, были произведены 
вовторныя вычиоленя при меньшемъ чноль чиенопь въ ф4и папряжон:й: Ревудь- 


т) Иремёрно ташя услошл мы будем имфть въ томь случаф, воли модуль 
пругоски матерела пластинки маль по оравненио съ модудемъ упругости мате“ 
вла досок пресса и возникаюция при сжал силы пренёя по гранямъ ВС и 47, 
достаточные, чтобы воспрепятотвовать перемыцешяьъ точенъ сопринасаны въ 24. 
равления. ох у. 

2) Вычиенешя любезно согиасихись выполнить ‘ини, Ф. Ф. Иетровк и студ. 
.А. Гобергь. 
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заты вычнслон!Н для того случая, когда были заяты лишь первые три чиене въ 
ф-ш папряженй съ соотвфтствующими козффищентами а, @, п биз представлоны 
па чортеф пунцтиромъ. Мы видихь, что ревульталы вычисиенИй при пяти и при 
трежь чдевахь махо разнятся другь от друга. Это даеть иемъ пфкоторое осно- 
возИе зазиючить, что номфченный приближенный опособъ даеть вт. разсматривае- 
момъ случа удопиетворительные резушьтелы, Что касаетия доформенёй пластинки, 
то, ныхь п слфдовало ожидеть, касатеньный напряжевя но плобкоскямъ соприка“ 
сашя увеличиикють ‘местность пластинки п получаемов общее сшал!о № меньше, 
зймть при простомь олимйи той же плестинии. 


Ы М с ы 

7 | ГЫ 

9 8 225 25 096 6 065 875 488 105 
Черт. 59. 


Другой приближенный епособъ рышен:я плоской задачи денъ 1. Е. Вшевага- 
зош’омъ "). В1оЪаг4зоп замьнлеть основное дифференцтльное ур4е пиоской задачи 
соотаётотвующимь ур4емь въ коночныяь ровностяхь и дабть пычиелитольний 
епособъ прибииженнаго опредёлешя значенй фЧи наприжён! внутри зеданнаго 
контура, если значеня этой ф-т на контурв опредфлены язъ усшов!Ё на, поверх- 
ности. Свой молодь Взорагзон принфияеть къ рышонно восьми важной задали, 
шк опредвиенто напряшенй, возникающихь въ подпорныхь отЬнкажь, 

Пряближенное рыленю плоской задачи можеть быть получено также и экопе- 
фиментальнымь путемъ, Можно воспользоваться тбыъ оботоительствомъ, что основ- 
ое дифференщальное ур-4е пиоской задачи совершенио совподасть въ дифферен- 


2) Г. Е. Тасвагаяон, РЬИ, Тевра. Заг. А Уо|, 210, ве прргожииайа” венно! 
зойуНов Ъу Ване АНегеповв оё рузю ргоМеша‹ шуоКипя @Яегоныа! ваза оп» 
УВ ав вррНовыоп +0 Ве 5005505 №1 В ппадойгу баш. 1910 т. 

С. П. Ганошалко. 0 
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щельнымь урЧемъ изогнутой поверхности пластики, изгибаемой ‘силеми и нь. 
рами, приложенными по ковтуру. Задача о равыскави распредфленя папряжонй! 
зъ случай плоской доформащи оививапептиа задач объ искривления пластннии 
опредфленнымь онособомь заврьиленной по контуру, Ивсяфдуя энеперимештань. 
нымь пулемь неврияленю плабтинии съ опредфяеннымь контуромъ и опредфлен. 
нымъ способомь заврьшлешя по этому контуру, можио получить распредьленю 
напряжешй дия соотшыотвующей плоской задачи 1). 


$ 48. Экопериментальная провфрка распродёленя' напряженй въ 
случа плоской задачи. ° 


Въ случаев одпосвявныхь ноптуроиь распредёиешю напряженй въ плвотиныь, 
находящейся въ условихь плоской деформанег илн обобщеннаго плоского напря 
жепнаго состолн!я, пе завнсиеь кам мы видёти (8 80), оть упрутикь поетоян- 


ныхь матер!ала. сми намъ удается найти распред%лев!е напряжений для пластинки 
изъ какого либо изотропнаго малер!ала, то эти результаты могугь быть приняты 
дви пластинки изъ всянаго другого ивотропнаго матер!ала, нужно только, чтобы 
въ обонхь сяучаяхь пеличинь и росположен:е нышнихь силъ и разыйры пластя- 
покъ были одинаковы, 

Оказывается, что беаъ овобыхь затруднен! можно изолёдовель расиредёлене 
ивпряменй! въ писотинкяхь изъ тонихъ прозрачныхь метерюловъ нешь стекло п 
воилонить. Матерлалы эти беаъ значительныхь погрЫшностей можно считать изо- 
троиными, кромВ того опи въ довольпо широкнхь 
предёлаль слёдують закону Гука ?). Подтому ро 
зульаты опытошь со охениомъ и иоилопитомь мо- 
гуть быть перенесены на случай пластинокь, ив: 
тотовленныхь наъ танихь вашныхь отроительныхь 
мауеролорь, камь шешфзо и сталь. 

При изучен распродёшевя папряженй. въ 
стекл примфняють оптическую методу, пользуютел 
свойотвомъ отекла отановитьоя двояколученрелон- 
ляющамь подъь виящемъ напряшешй 5). 

Предиоложимт, что на ирямоугольную оток- 
лянную пластинку, находящуюся въ однородномь 
папряженпомь соотоянш (черт. 60) [по горивон- 
тальнымь грепямь пластинки дёНотвують равво- 

Черт. 60, мёрно расиредфленныя растягивалющия усимя Х,, 

шъ пертинальнымь транямь приложены напряме 

ны У) падееть плоско ‘поляризованный лучъ озйта. Направлен!е луча периенди- 
ид 

2) Сы, К. УНевВагаз, МйоЙапаоп @. Рогзобивизагойен ЕГеф% 49 (1908), 

2) бы, В, 6. Сокет, Япашеениа; т. ХОТ огр, 581. 

3) Изложен!е основъ оптической методы изолёдовавя напряженнаго состоязя 
имфетои въ стать В. П, Бирцичена; Олтическое изучен упругихь деформацй, 
Вфетн. О-ва Технологовъ 1913 г. Въ этой стать приведенъ такие перечень назбо- 
140 важныхь работь но этому вопросу. 

Особенное практическое значене им®ють работы: 

Мевпавог, Апиа! дез Ропёз оё СБапзадев 1901 г. 

» ‚ в» > 108ь 

Соке, Ргосоей, Ноу Зочеву А. томъ 85 стр. 991. 

Сы. также его статьи въ Епёштеегае за 1911 п 1912 г.г. ЕЦон, РЬП. Маз. 
Злащату 1912 г. 
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хулярно плоскости пластинки и ОЛ ‘направлонте, по которому совершаются коле- 
баня, Такь камь пластинка, подъ дёйствюмь папряжон!й сдёлалась дводколуче- 
преломпяюжщей, то колабашце ОЛ разложится на два нолобануя: 


08 = ОАсва п 0Об=ОАзта, 


т составляющия колебан!я будутт риспространяться съ различными оноро- 
отами в и 4 отпичными огь той скорости ©, которую мы инфомъ въ случай но- 
дефорыпровапнаго стекла. Съ доетазочной точностью можно считать, что; и ®— 
зонейныя фи оть напряжений Х, п У, и положать: 


ео, + ВУ, 


О ОН 


С 

Запаздывануе одного луча отноептельно другого при прохождонйя сквозь пла 
зтннку толщины 8 будеть пропорщюнально эгой холщинв и пропорщюнально раз- 
ности скоростей у; —, или на оспованиг (@) пропорщонально равпости глазпыхь 
напряженй Х,— У, Такъ нанъ разность главныхт, напряжений! равна удвоенному 
напбольшему касательпому напряжению, то мы можомт сказать, что дяя пластяния 
опредфлокной тошдины запоздывае!е одного луче относительно другого дает пъ 
извфозномь масштабЬ величину нанбольшихь насалельныхь напряжен:й. Если мы 
смощемь ото запаздываню памфрить, то тБыъ самызь получимъ возможность опре- 
ДЫмть величину наибольшихь косательныхь напряжений: играющихь столь важ- 
ную роль при оцёпкь прочности матерала, 

Чтобы сдёпаль запаздыване одного лучь относительно другого ощутимым 
Дия габза, поставимъ на пути раздвонвиагося при прохождеши черезъ пластину 
луче овта призму Ншколя и позоротимь ве танимъ образомь, чтобы она про- 
пускала лишь колобаня, соворшаниися въ, направлоши 07), перпелдикулярномь 0.4. 

Шсли для луча, падаюзцаго на пластинку, примемт простов колебане по за- 
кону синуса и Полояимть 

А-а зто, 


то получимь 


ов эта ат. 


сова зто 06 


Посль прохожденя черезь пизстинну одинх луч ваповдаеть относительно 
другого и мы будемт им 


ОВ =ас08 а т Фи 0б=азта ва (6, — 1), 


тдь у разность фавъ двухь вояебав!, пропорщонильная относительному випаз- 
дыванно, в слВдоватольно и разпости главныхь напряжен. Черезь призму Ня- 
коля пройдуть лишь составляющы этихъ колебан, дыфющия нанравлеши ОЛ, п 
мы въ резуньтат получим въ плоскости ДЛ колебаню, выришаемое формулой: 


ант а ее а овом, пода она аа (0 — 1) 24 рф, — ара (в, -—- 7] 


= а зв За эт Та (Фи +), 


ть 


Олбдовалольно призма ЕТиноля дать намъ ивлове интерференцщи, аналогичное 
явленю Ньотоновыхь колецъ, гдз интерферирують два луча, пузи которыхь отпи- 


чвютея на двойную тоищину тоннаго олоя воздуха. 
10* 


ТЬ дьбшныя картины, которыя мы попучаеме тъ Ньютоновыхь польцахь, 6; 
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дуть получаться телико н при прохождовн поляризовалнаго софта черевъ випри. 


'Черь 61. 


жепную лластлнку, Цзётт, вависяшЙ отъ отпоснтельниго ав. 
паадывашя лучей, будеть опродьлять собой разность глаз 
иыхъ вавраженй, а, олфиорательно в велачину чапбольшаг 
касалельнаго папряжон!я. 

Въ случа неоднородной плоской доформеци опрашива- 
516 нь равпичныхь мфотакь плостинки будеть равяпчное, 
Одинмь цртомь будуть окрашены мфота, соотабтотвующя 
одпому какому либо опредёленному значепио маконмальнаго 
касатольнаго навряжения, 

Токпыъ путомъ мы но только сможемъ прозёрить ивы 
пыя рышен плоской задачи, но такие бевъ затрудпеня пай- 
домь картину раонредфлени чаиряжеш И дия одучвовь, ель 
ле пыыощихь теоротвтоскато рАтеши, Налримфръ, прой, бо- 
Кег нашелъ этимъ путемъ распредвлег!е растягивающихь 
напряжений по понерочному сфчено и (смт, черт. 61) обрааца, 


имфющого форму восьмерки. Такой формы образцы берутъ при испытан ва ри- 


рывъ цемента, 


Оналилось, то налбольшия аначешя напряжен!Й получаются у краезь сужев- 
паго обчеши, эдьсь напряжешя въ 1/16 разъ больше оредяяго злачеги рьстяги- 
вающаго папряжошя, повучшемего путомъ дбявшя растягипающей сизы па пио- 
щодь сужепнаго овченя. 


ГЛАВА УП. 


Кручен:е. 


$ 46. Кручеше призматическихь стержней. 


Призматическй невзеомый стержень, закрфпленный неподвижно въ 
точкВ А (черт. 62), скручивается касалельными усилями, распредфлея- 
иыми по нижнему концевому сфченио и приводящимися й 
къ пар силь М. Въ отдёлВ проетфйшихь задалъ ($ 27) 
мы разсмотрфли тотъ случай крученя, когда поперечное ` 
сфчене скручиваемаго стержня—кругь, и показали, что 
для этого случая справедлива гипотеза плоскихь сфче- 
в, прппимаемая обыкновенно при элементарномъ рф ше- 
ни вопроса о крученш. Въ общемъ случаВ задача о 
пручени сводится къ разысканю рЪшешя дифферен- 


щельныхь ур-й равновфая: [8 
9х, 9х, ‚9%, _ о Ы 
де К = 
ду 0, 07. ( ы 
т т =0 77: @ у 
92, 00, 9Е. ' 

Зе ди в =0 Черт. 60. 


уловлетворяющаго на боковой поверхности стержня усломамъ (3), 
изЪощимь въ разематриваемомъ случа видь: 
Х, 608 (20) = Х, 60 (9) =0 
У. в08 (29) -- У, 608 (т) = Ор...) 
Е. 603 (25) -+ 2, соз (у) =0 


— 150 — 


и шести дифферснщальнымь зависимостямъ (40): 


90 
ая Хх. +9. =0 | 


90 
а У, д 
9:0 
(+8) А-а =0 
(ее. @ 
90 : 
а-я”. + уд =0 


96 
(з-д УХ. + щи =0 


ах к 9 
{18% Х, + иду 


Мы себ упростамь рёшене поставленпой задачи, если восполь- 
зуемея полуобратнымъ мегодомъ 5. Уепапфа ‘). Сущность этого метода 
заключается въ томъ, что задаются значенцямп ифкоторыхъ вапряженй 
напередь, а остальныя напражешя подбирають, такъ, чтобы были 
удовлетворены ‘дифференщальныя ур-м равповфия и условя (Ъ) и (%). 
Въ тЬхь случаяхь, когда этого удастся достигнуть, мы получаемъ такииъ 
путемъ точное рфщеше поставленной задачи теорйи упругости. 

Мы видвли, что при кручеви круговыхь стержней только соста- 
вляющя напряженя Х, и У, отличны оть пуля. Попробуемь и в 
разсматриваемомъ болфе общемъ случа удовлетворить всфмъ ур-чянь 
теорйи упругости, исходя изъ допущеня: 


ХТ ЕА=ЕХ,=0. 


Что касается напряженй Х, и У., то допустимъ, что ихъ распре 
дЬлен!е одинаково для вефхь поперечныхь сёчен!й скручиваемаго стержея, 
Въ такомъ случа Х, и У, будуть фчями толью я и у; в вы 
системъ ур-й (а), (5) и (<) намъ придется имфть дфло лишь съ ур\ямя: 


20. 0, _ 
%# 9 — 


и. (8) 


2) Тооря кручешыя призвмъ влорвые была разработана 8. Уопииомъ, ТТоявленю 
го замфчатольнего сочиненя: Море заг 1а Тотёюп 4ев Ривиев.. является од" 
нимъ изъ крупнЫйдихь ообымЙ въ дваб раввия чеорш упругости. бодернаню 
работь 8. Уепашуа изложено ть Нибюгу о во нвогу оё Чавмыну, 7. Тобвамае 
ара К. Реагвоп. Ом. тикжо Вёвилаб ев 1вс0шв.. раг МозЧег изд, 1884 г. оъ примв- 
чавями и дополнезями 9. Увпапеа, 
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2.. 608 (26) + 2, 08 (96) = 0... .-..() 

9У.=0; 3Х.=0.,......... (0) 

При рышеши плоской задачи мы видфли, насколько упрощается 
иногда изслёдоване вопроса путемъ введешя ф-и напряжеши. Восполь- 


зуемся этимь методомъ и въ настоящемъ случай. Сразу видно, чю мы 
удовлетворимъ ур-ю равновфая (2), если положимъ 
9% д 
2. = бу; 2 = —щ, чение ни (@) 


тд ф—фая оть ди 9. Эта ф4я должна быть ташь выбрана, чтобы 
удовлетворялись ур-1я (с’). Вотавляя въ эти ур4я вмфсто Х, и ТУ, 
ихъ выражен!я (4), найдемъ: 


5+) о: 2 г) б. 


950% 0 ду \да" ди 
Слфдовательно, ф-1я напряжешй должна удовлетворять ур-ю: 
д 2 
О = лы уе + (8) 


Остается теперь раземотрЪть усновте (№!) на контур. 
Изъ чертежа 62 видимъ *), что 


608 (2) = 9 663 (у) = — и. 


СлЬдовательно, услове (№) можеть быть представлено такъ: 


09 4, 004 _ 9% (#) 
д "т" 
т.е, фя $ должна имфть на контурВ постоянное значеше. И такъ 
каюь величина этой постоянной въ случаВ односвязнаго контура не 
вляеть на напряженя, мы можемъ выбрать ее равной нулю. Задача о 
крученш призматическихь стержней. сводится такимъ образомь къ ра- 
зысканю одной ф-!и ф, удовнетворяющей ур-шю (е) в обращающейся въ 
нуль на заданномь контур понеречнаго офчен!я. 
Легко провфрить, чо получаемое такимъ нутемъ распредёлеше каса- 
тельныхь напряжений дВйствитеньно приводится къ спручивающей ларз 
силь. Въ самомъ дфлё, проектируя всё касательныя усиля, дЪйствуюцщя 


1) Дуга 9 оточиеьвавтся` в пеправлонр», отыёченномь опрёнкой. 
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по плоскости поперечнаго сфченя стержня, на координатныя оси и при- 
димая во вннмаше, что ф на контур постоянно, получимь: 


Моменть тхъ же усий будеть равенъ: 


м = || [зву | Д хлаву= 
| = ГЕ звьв— |] бувь 


Выполняя интегрироване по частямь и принимая во внимане по- 
стоянство зиаленя ф на контур*®, получим: 


М2 ву елены + 5) 


Постоянная въ осповномь ур-и (е) должна быть выбрана такинь 
образомъ, чтобы найденный нами моменть касательныхь усишй М" рав- 
нялся моменту М вньшней скручивающей пары, 

Физическое ‘значене этой постоянной мы найдемь, если отъ напря- 
мен!й перейдемъ къ деформащямъ. Въ равсматриваемомь случав каса- 
тельное напряжен!е Х, равно нулю, слфдовательно уголь между двумя 
линейными элементами, лежащими въ плоскости поперечнаго сзчешя 
слержня, при кручеши не искажается. Возьмемь въ какой-либо точкь 


сфченя элементы 85 и ду, параллельные коорхинатнымь осямъ. При 
. = & 
крученли‘ первый ‘изъ ‘этихь элементовъ повернется на уголь 2% и второй 


8% 
на угол5— 5, "). 
На основаши вышесказаннаго будемъ имфть: 


9% ды 
#74 еее (8) 


гдВ а--уголъ поворота при кручени для всёкь линейныхь элементовь, 
проходящихь черезъ выбранную точку и ложащихь въ плоскости сфченя. 
Этоть уголь будеть одинаковъ для вефхь точекъ разсматриваемаго еёчешя 


чи ввшь и прежде ($ 11) обозналюоть ооотлияющь порвмыценя по 
напревлевно хи у. 
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и прелставляеть собой уголь новорота сВчешя при скручиванн стержня. 
При переходф оть одного поперечнаго сфчешя къ другому уголь а будеть 
мвняться, при чемъ интенсивность этого измёненя характеризуется ве- 


личиной: 
1 | 
тн (8 5) 111... 


<— представляеть собой уголь закручивашя стержня, отнесенный къ 


единиц его длины. 
При помощи выраженя (к) преобразуемь лёвую часть основного 


ур-Ёя (®). Принимая во. вниман!е, что 


08 90 ‚ 92 = _ 9 ди 
Ре М Нод | др , В; ду 


можемъ переписать лёвую. часть ур-Ёя (е) въ такомъ видё: 
9 (би 00 д [92 90 
В [би (д= = 98) в 08 ду 


Окончательно ур-е, опредфляющее ф-№ю ф, напишется такъ 


9 
9 ^ 


2 р 
= учение т * (18) 
Если для какой-либо формы поперечнаго сфчешя стержня намъ 
удается найти такое рёшене ур-Чя (76), при которомъ ф. остается 
постоянным» на контур$, то этимъ самымь рФшается задача о распре- 
дёленш напряженй при крученш этого стержня. При этомъ боковая 
поверхность стержня будеть свободна отъ всякихъ усилШй; что же касается 
концевыхь поперечныхь сфченш, то на нихъ касательныя напряженя 
должны быть распредфлены такимъ же образомъ, какъ и на. всякомъ 
другомь поперечномъ сАчеши стержня. Шели усишя, распредфленныя 
по’ коннамь и вызываюлия скручиване стержня, распредлены по какому 
либо иному закону, то это обстоятельство вывоветь измёненЁя въ распре- 
ДВленш напряжевй, опредфляемыхь на основанш ур-я (76), но на 
основаи ‘принципа 5. Уепаиа *), ‘мы можемъ утверждать, что эти 
изызнен!я будуть значительны лишь у концовъ стержня, `Вдали отъ 
моста приложеня силь мы съ увфренностыо можемь пользоваться рёше- 
нмъ, получаемымъ на основанш ур-Чя (76). 


2) Принцииь 8. Уепапеа въ праловеня въ кручешно кругныкь сториней 
подгверждаотся рышевёемь А. норе, Ом. Маёь, Али, 1, 1 (19 =). 
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8 471. Эллиптическое поперечное сфЧен!е. 


Пусть контуръ поперечнаго сфченя скручиваемаго стержня задань 
урчемъ: 

% 

РЯ 


Е 


Очевидно, мы удовлетворимъ условно на контур, если возьиемъ лля 
ф-ш напряжешй выражене: 


а а 
они) иене, (а) 


Козффищенть т долженъ быть выбранъ такимъ образомъ, чтобы 
было удовлетворено основное ур-е (76). Вставляя въ него выражен (а), 
найдем: 

а? 
=-мубя 
т Пои 


и фая напряженй въ случаф эллиптическаго сфчен!я представится въ 
такомъ видф: 


-1)...... 9 


Дифференцированемъ находимъ для напряженй выражешя: 
99 й ау | 9 9 5% 
ХЕ Зи: У. мер. 


Пра а = 6 мы придемъ къ извфстнымъ формуламъ для случая кру- 
чены круглыхь стержней, 

Наибольшего значешя касатехьныя напраженя достигають у кон- 
цовъ малой полуоси эллипса. Полагая «> 5, найдемъ изъ формуль (78) 
для наибольшего напряженя зпачон!е: 

: 
(Хрии» == 8“ 2 


пин: 9 


При практическихь нриложеняхь обыкновенно приходится опредфиять 
напряжены, соотвфтствуюрия заданному моменту М скручивающей пары. 
Чтобы установить связь между (Хуны, ти М, воспользуемся форму- 
лой (75) предыдущато параграфа. Вставляя выфето ф найденное зпаче- 
не (77) и принимая во внимаше, что 


[ |. ага = 7, = 7; ИЕ аи — 9. = ыа 


золучимъ: 
еее. 80} 


.Коэффищенть, ва который приходится множить величину т, чтобы 
получить скручивающей моменть, обыкновенно называють местяоствью 
яри круче. Мы будемъ ее обозначать буквой С. Для элнипев аначе- 
ше С можеть быть представлено въ такой форм: 

у 463 1 
Ни =. (..:..: (81) 

Здфеь  обозначаеть площадь поперечнаго сфчешя и 4,-—его по- 
лярный моменть инерщи. 

Фф-я напряжешй (77), взятая нами для сплошного стержия эллипти- 
ческаго сёченя, будетъ годиться также для трубки, поперечное сфчене 
которой образовано 
двумя подобными эл- 
липеами (черт. 63), 
Въсамомъ дБлф, наше 
рёшене  удовлетво- 
ряеть основному диф- 
ференщальному ур-но 
(76) и условно на 
наружномъ контур. 
Остается показать, 
что и на внутренпемъ 
контур будегь во- 
блюдено` усхов!е 


Координаты любой точки внутренняго контура удовлетворяють ур-но 


вор | 
вн ры = т. 


Такъ какъ эллипсы подобны, то 
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ф-Ёя напряженй (77) имфеть здфсь постоянное значене и удовлетьо- 
ряеть, тавимь образомъ, вебиъ услошямъ задачи. 

Для опредёлемя жесткости при крученши придется въ этомь случа 
изъ величины (81) отнять величину жесткости, соотвфтетвующую зну- 
треннену элляпсу. 

Инфя распредёлене напряжен!й, легко получить перемфщен!я отдфль- 
ныхь точекъ скручиваемаго стержня. Церемщеня м и 9, соотвЪфтетвую- 
я поворачиванио отдЗльныхь поиеречныхь сфчешй, выразятся такими 
же формулами, какъ и въ случаз круглаго стержня: 


# == — 14); 0 =тАЖ. 


Ветавляя это въ ф-лы для деформаций 


9% ди. 
о 
получаемъ: 
Хх, М. 
= | тя ; 99 р, $. 


Подставляя вмЪсю Х, и Т, найденныя выше значешя (78) и вы- 
полняя интегрироване, пайдемь: 


= ау. 
® ЗУ ира 


Вадь искривленной поверхности ‘первоначально плоскаго поперечнаго 
сфченя предетавленъ въ горизонталяхь на чертеж (63). - 


$ 48. Друмя формы поперечныхь очен, 


Общее рышеше ур-м (16) зь выдф цфлаго полиномо молеть быть представлено 
во токой форм 1); ` 


фт [р ба) + ан аа-на А) + а — ва) 


На — Ану .., — оу -- сижу — 6. (Ву) — с’. (у — 4) |. (8) 


Отраничиниись полиномомъ второй степени, мы выше получили рышен дла 
случая элиптическаго сбчошя, Повышоя стенень полидома п увеличивая число 
ПоСтоливыхЬ 4, 6,...0... . мы будемъ получить все новыя рьшовя. 8. УвиеЕ 
разомотрёль ифонольно талихь рышешЯ и для иЪкоторыхь изъ нихь пропавель 


=) Подотавкой убшдаемся, что написанное выражен! удовлетворяет» ур-1ю (76). 
Составиен1е полнномовъ, на которые множатея ностоянный 6, 64, . 4. ‹ 2; #8 
иродотавить кикоквхь залруднев!, воли припять во внимап{е, что при сложена 
множителей при с, и с’, (16 принимая по пнимен!® аноховъ отдльныхь членов) 
мы получиемь полиномъ соотвётотвуюдий (-+-)*. 


дваый рядъ вычислень чтобы разыснать напбонье папряженныя м%ста и опредё- 
лить жесткость , Мы ограничимся здфсь ишшь ирипедешомь якоторыхь резуль- 
чатов 1). 

Останавливалоь на полиномЬ чретьей озопени п выбирая ф-но четную отно- 
сительно у, 8. Уепииф получиль рБитене: 


ели . - 
Ф ие -я Не) (0, | - 


д0нёй на контурь въ томъ олучаф, вели контур 


Оно удовлетворить условно © 
задань ур4емь: 


24+) — 6 ==0 ин. № 


1 ы 

ве 
Е 

= 1 у-р8 (5) 


м 


Мапяя 0, получаомт различпыя позможныя очерташа, При 6, 


даеть совокупность трехь прямыхь, образующихь стороны рарпосторонняго тро- 
утольнина, высота котораго равна а. Раепо- 
ложене треугольника и изобращене въ го- 
`изонталяхь иекризленной поверхности по- 
перочнаго съченя предоташены на чер- 
лезь 04. 

Веоткоеть при кручашш трехеранной 
призмы равна 


6=087,...:..: 08 


Паибодьшя  иаоатольныя  ноприженя 
равны 0р рта п имьють мбото въ ореди- 
нахь оторонъ контура, 1. в иъ точкахь 
ховтура папбалве близиихь въ оси озерлея, 
Вь першинижь треугольника пасвтельныя 
шипризконы равны нулю. 

Выбирая рышон!в в выдь полннома чет- 
цертой степени чезнито относительно № п у, получаемь такую 4-й0 цвиряшений 


Чери, &. 


(еее |1... ©) 


Ф 


р 


Вени 


Опа удовлотворяеть условно но лоперхности, ф == еокз6, воли контуръ попореч- 
нахо свчены опредфляетея ур-емь: 


Ау? —в (=: — бабу ну) +а--1= 


Зняя @, получаемь семейство иривохинейныхь четырехугольннковь оъ за- 
крулленными заршинами. Видь отижь озоргавЁ предотавлень на черталй 65. 
Нанбольнын наприжевя и в® этомъ случа имоть мфето въ точнажь контура бли- 
айлихь въ оси онручнвазмато стержня. 

Жомбинируя рыменн, соотафлетвующиы полиномамь 4-0 п 8-ой сгопени 
3. Уепапф получиль распредьлев!е напряжены для сфченм, амфющаго форму 
мальтИсваго креста (черт. 66), Мапоимальныя напряменя и въ этомь случеф по- 


1) Првкраонов изложен! своей теорш хручешя $. Уелап& даль въ примчант 


кр $ 156 наданваго имъ курса МалЧет, Вёзииё 4ез 10допа.. 1864. 
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пузаотся лъ тознахь контура ближайшихь въ осн оторжам. Велвчина ихь раша 


15475 уха. 
= 


Чери. 66. 


Сова Урень . .. . 8 
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На основаши вычислен!й, произведенныхь надъ различными формами 
поперечныхь сфченйй съ односвязнымъ контуромъ, 8. Уепатё сдфлаль нф- 
сколько важныхь для практическихь приложен заключенй. Онъ пока- 
заль, что при одной и той же площади поперечнаго сфченя стержня 
жесткость его при кручен будеть тЬмь большая, чзмъ меньше поляр- 
ный моменть инерши сЪчешя. 

Позтому круговое счете при затратф опредёлениаго количества ма- 
терала обезпечиваеть наибольшую жесткость. 

Такого же рода заключен! можно сдблать относительно значеня 
наибольшихь касательныхь нанряаженй. При заданномъ скручивающемъ 
момент® М и заданной площади поперечнато сфчешя наименьшее зна- 
чен1е максимальныхь напряжен!й будемъь имфть для сфчежя съ наимень- 
шимь полярнымъ моментомь инерщи. 8. Уепалр показалъ также, что для 
равличныхь разсмотрённыхь ‘имь сфчен, жесткость при кручени можеть 
быть представлена формулой 

В. 
9» 
Тиз коэффищенть # для различныхь сфченй мало мЪняется. 

Полагая # =40, что соотвфтетвуеть приблизительно эллиптическому 
сченио (81), получаемъ приближенную формулу 


ь (Е) 
тт. 9 


@= 


дающую съ достаточной для практическихь приложен!й точностью жест- 
вость при кручени для различныхь односеязныхе контуровт, 

Разематривая мёфста наибольшихь напряженй, 9. Уелайф нашелъ, что 
в5 разсмотрВнныхь имъ случаяхь въ наиболфе невыгодныхь условяхь 
находятся точки контура, ближайпця къ оси стержня '). Въ точкахъ, 
соотвфтствующихь вершинаиъ выступающихь угловъ, напряженя обра- 
щаются въ нуль. Въ случаЪ входящихь угловъ, получаются въ верши- 
нахь безконечно большйя напряженя, ЗдВсь при приложен скручиваю- 
щей пары должны получаться м8етныя остаточныя деформаци. Вопросъ 
о распредвленш мапряжеюй въ этихъ м5етахь подробко разобранъ для 
случая сфченй, представляющихь с0б0ю круговой секторъ *). Распрелф- 
лее капряжен!й въ кругломъ валу, ослабленномъ вырфзомъ для шпонки, 
равсмотрфно 0. ЕЛогомъ *). Вопросъ о вшяни продольныхь пилиндри- 

1) ЕНоп покавалу, что это заншючеве справедииво не для зояжихь фориъ по- 
перочныхь обчен! И. (м. РЬЙ. Трал. т. 198 {1900 г.). 

2) (м. А. Диннихь. Изв. Новочеркаоскаго Полит. нот. 1915 г. См. танжо 
А. Севан], Меввовиог о# МаёВ, т, 8 (1877 г.). 

1) См. выше цитированную работу, 


— 160 — 


ческихь полостей на распредфлеше наиряжен въ скрученпомъ круглом 
вал изученъ 7. Гампог’омъ *) Оказывается, что въ случа малаго яру- 
гового поперечнаго сфчевя такой полости иапряжен!я у контура поло- 
сти вдвое большшя, чмъ въ соотвфтствующей точкф сплошного стержня, 


$ 49. Аналоя Прандтяя. 


Вопрось о распрадфленш касательныхь напряженй при крученщ 
можеть быть представленъ особенно наглядно, если воспользоваться пол- 
ной зналопей между основнымъ ур-емъ (76) для кручейя и днффе- 
релщальным» ур-емъ для поверхности провисавя нерастяжимой мембраны 
равном®рпо натянутой на контуръ, соотвётствующй контуру попереч- 

наго сфчешя стержня, и пагруженной равяо- 

`м®рно-распредвленной нагрузкой 2). Обозна- 
чимъ черезъ р растягивающее усише, прихо- 
дящееся на единицу длины контура мембраны 
и черезъ 4 нагрузку на единицу поверхности. 
Пусть 4 (черт. 67) предетавляеть элементь 
мембраны, вырфзанный плоскостями параллель- 
ными плоскостямъ 22 и 2у, Ёривизны с00т- 
вЪътотвующихь сфченй мембраны мы можем 
положить равными: 


р 


жж" 


Черт. 67. 


Проектируя всё силы, приложенныя 
элементу А, на направлене 2, получимь ур-е: 


92 де 
чату — в ззл ау + р дут @тау = 0. 
откуда 
9’ 9 
9, ь. 8) 


Полагая 
= 2 


приведемъ 7р41е для поверхности. провисаня мебраны къ полному с08- 

3) Сы, РЫЙ. Мар, т. 38 (1892 г.), 

2) Эта аналовя была установпопа 1. Рав 'емт, См. Рьуз. Мейзови. 4 
(1908 г.). Г. РгапМ воспольвовалоя этой плаломей для экспериментедьнато рёше- 
ыя вопроса о распредёлов:н навытеньныхь папряжезаЙ при кручеши. См, Аль, 
П/щееге ройуф, Гоагвя, 1906 р, стр. 842. 
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паденио съ ур4емъ (76), Величины провисашя # будуть давать намъ 
соотвЪтотвуюция значеня ф-1и напряженй $. 

Представимь себ поверхность мембраны изображенной въ горизон- 
таляхъ, Тогда не трудно будегь докалать, что направлеше напряженя 
вь каждой точкё езчешя стержня совпадаеть съ направлешемъ каса- 
тельной къ соотвфтствующей горизонтали и 
величина напряжен!я пропоршональна уклону 
поверхности мембраны, т, в. густотЪ горизон- 
тавей въ разематриваемой точкВ. Пусть ия 
(черт. 68) горизонталь, проходящая черезь 
точку А и © нормаль въ этой горизонтали, 
проведенная въ А. Проэкщя напряжения на 
направлеше нормали будеть равна: 


п = Х, 60520 + У, 608. 
Принимая во внимане, что 


_# = 
соваь == п, бов = — т 


и вотавляя вмфото Х, и У. ихъ выражения черезь ф, найдемъ 


900 0005 _ 09 _ 


5 ЖЖ № ` 


Составляющая вапряженя и равна нулю, г. к. ф остается постоян- 
ной вдоль каждой горизонтали. 
Уклонъ поверхности мембраны въ точкё А’ представится такъ: 
9 _ 0005 _ 90 
9% 0200’ 99 


Принимая во внимаше, что 


9% _ ду У, 98 __х. 
ф 6 УХЛ’ С 98 ТУР Ех,’ 
получимь } 
И, 2, 


т. е. величина напряженя опредёляется величиной наибольшаго уклона 
мембраны въ разсматриваеной точки, или густотой горизонталей. 
Замётимь еще, что удвоенный объемь холмика, образованнаго вы- 
пучившейся мембраной, даетъ, какъ видно изъ ф-лы (75), величину 
скручивающаго момента, 
6. П, Томощено. . и 
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Въ случа стержни, поперечное сёчен1е котораго предетавляеть ‹0- 
бой вытянутый прямоугольникъ (черт, 69), зналог!я Ргап?я позво. 


Г) 
НШ 
21.7 


ляеть сразу установить приближениую формулу для 
напряженй и для жесткости пра кручеши, Гред- 
положимъ, что коптуръ сфченя затянуть равно- 
мврно нагруженпой мембраной. Двумл сфченями 
перпендикулярными длиннымъ  сторонамъ прямо- 
угольника выдёляемь изъ мембраны элементь ини и, 
равмёръ котораго въ направлеши длины прано- 
угольника равенъ единиц. Вдали оть копцовъ пря- 
моугольника мы съ достаточной точностью можень 
считать, что мембрана провисаеть по цилиндриче- 
ской поверхности. Въ такомъ случа лини перес- 
чея мембраны съ нормальными плоскостями жи п 
п.т, будуть близки къ лини провисая гибкой 
нити, натянутой силой р и равномёрко нагружен. 
ной нагрузкой 9. Лишю провисавя тяжелой гибкой 
нати мы можемъ принять за параболу. Тогда яаи- 
большее провисаше будеть равно 


и 9 угла наклона касательныхь къ параболв у то- 


р 
чекъ привфса, нити равенъ 59° 
Чтобы оть мембрапы перейти къ напряженямь 
при крученш, нужно, какъ мы видфли, положить 


Вь такомъ случаВ касательное напряжене въ точкахь иитиин в 
длинныхь сторонахъ прямоугольнаго контура опредфляемое соотвфтетвую- 
щимъ уклопомъ, будеть равно 


в 35. 


Пренебрегая втяшемь поперечныхь сторонъ прямоугольника и пря- 
нимая всю поверхность мебраны за параболическй цилиндръ, получинъ 
для жесткости при кручев!я, равной двойному объему цилиндра, дёлен- 


ному на т, ф-лу: 


КБ. ...:.. (89) 
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Принявъ ‘провисая!е мембраны по параболическому цилиндру, мы 
получаемь линейный законъ изифноня касвтельныхь напряжешй по 
ширинф прямоугольнаго свчевя (черт. 70). 

Моменть вовхъ усий, соотвётствующихь . | 
этимъ касательнымь напряженямъ, будеть ра- 
венъ 5 — | г Е в 


влб. =. 1 3 = р . Зеть 


т. в. нолонинВ „сиручивающаго момента, во- 
лучаемаго изъ ф-лы (86) умиожеемь С’ на 
величину т, Вторую половину скручивающаго 
момента дають касательныя напряжешя у по- 
перечныхь сторонъ прямоугольнаго контура *\, Чар. 70, 
тдё принятая нами форма провисашя мембраны 
не даетъ надлежащаго представлешя о распредьлени напряженй. 
Формула (86), полученная для С. въ случа узкаго прямоугольнаго 
офченя, можеть быть примвнена 
также къ ‘сЪчемяыъ, представлен- 
нымъ на чертеж (71). Для получе- 
вя # нужно себф представить эти 
©фчеыя выправленными въ прямо- 
угольникъ. 


Черт. 71. Черт. 32. 


Въ случа трубчатаго сБчешя (черт. 72) придется имЪть дЪло съ 
сложнымъ контуромъ, На каждомъ изъ коптуровь фая напряже ф 
должна оставаться постоянной, но зта постоянная будоть для каждаго 
контура имфть свое значеню. 

Чтобы распространить и на этотЪ случай аналог съ мембраной, 
представимь 0ебф плоскость внутренняго контура смёщенной относи- 
тельно илоскосфи наружнаго контура. Внутренний контуръ ‘представить 


1) Аналичически этоть волрось подробно выяонить Гогй Кеми, бы. Мания 
РЫокорну г. П, отр. 967. 


1 
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собой очертаве жесткаго иедеформирующагося дпа, соединеннаго с 
наружнымь ковтуромъ посредетвомъ гибкой мембраны. Поверхность ме. 
браны, испытующей в въ этомъ случаз равномфрное давлене, предста. 
вить законь распредфлевя касательныхь иапряженй. 

Формула (75) и въ этомъ случаВ сохранить свое значене. Для опре- 
дВлевя скручивающего момента немъ нужно будеть взять удвоенный 
объемъ, заключенный между плоскостями коптуровь и поверхностью 
мембраны. у . 

Особенно просто рЁёшается вопросъ о напряженяхь и углё залру- 
чиван!я въ томь случаЪ, когда толщина стёнокъ трубчалего сёчевя 
весьма мала. При этомь условши можно препебречь провисащемъ мен- 
браны. Уклонь поверхности, образован- 
ной мембраной, по ширин кольца будеть 
постояннымь и ему будеть соотвфтетво- 
вать равномёрное распредфлен!е касатель- 
пыхь напряжоий. Направлен!е напраже- 
ый очевидно будеть совпадать съ напра- 
влешемъ касательной къ контуру, Ева 
черезъ # обозначимъь величину касатель- 
наго напряженя, измфряемую уклоном 
мембраны и черезь # ширину кольцевого 
еБченя, (2 можеть быть перембнной), 
то постоянная разность уровней внутрен- 
няго и наружнаго контуровъ (черт. 73) 
будеть равна &%. Олфдовательно напря- 
женя мфнзлотся вдоль кольца обратпо пропорщонально #. Объомь, за- 
ключенный между плоскостями контуровъ и мембраной, можно принять 
равнымь ЯР, тдё Р площадь, ограниченная средней лишей кольца. 
Моменть опредфлится изъ ур-Ёя (75) 


М-=ЗИЕР............ 8) 


Формулу для угла закручиван!я получимь, приравнивая работу кру- 
тящаго момента потенщальной энерМи деформащи. Выдфляя единопу 
длины стержня, будемъ имёть 


М _ 1 [РА 
278 Г 
$ 


Черг, 73 


Откуда при помощи ур-|я (87) получаемъ 


...: (88) 
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Найденныя формулы (87) и (88) съ достаточной для практики точ- 
ноетыю рыть вопросъ о кручени различнаго рода трубчатыхь стерж- 
ней *). Напримфрь, для с5чен!я, представленнаго на чертеж (74) будемъ 


иифтЬ: 


мо М 
т бай тб Зав, 


Для угла кручевшя т получимъ 


42 
а, 
о) 
| 1 | 
——— а 
Черт. 94. Черт, 75. 


Когда трубчатый стержень имфеть промежуточныя стфнки *), (черт. 75) 
мы также можемъ воспользоваться аналомей Рган@ я. Каждый изъ 
простыхь контуровь располагается при этомь на опредфленномъ урови® 
ий соединяется ©ъ другими контурами при посредств мембраны. Нели 
пренебречь провисанемъ мембраны въ случа тонкостВнныхь трубокъ, 
то получимь, какъ и въ предыдущемь случай, равном рное распред®ле- 
1 касательныхь напряженй по толщин ст№нки. Обозначая эти напря- 
женя для различныхь стёиокъ черезъ #,, % и # (для каждой стфяки 
эти величины будуть въ общемъ случаВ перемВнными) и еоотвфяствую- 
пуя толщины стфнокъ черезь Й,, й, и №, найдемь что возвышен!е кон- 
тура А надь наружнымъ контуромь трубки равно #,#,. Для контура В 
ла же величина равна 2#,: Какъ слфдств1е получаемъ 


ЗИ аА, — Белеет + @) 


Скручивающий моменть будеть измВряться удвоеннымь объемомъ, 
заключеннымь между плоскостями контуровъ и мембраной. Обозналая 


1) Этоть пыемь раочета принадленить В, Вгеёу см, енворг, д. Мег. етёвов, 
Тиё. 1896. отр. 816. Дальны шов ‘разврате см. Н. Тогепя, Тверивойе. оз -1евге, 


1913 г. отр. 98. 
2) Подобная задача лотрёчается нри пеолфдован т иручеяя хорпуса судна. 
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черезь Р, и Р, площади, очерченныя пунктирными средними лавяни 
и заключающия контуры 4 и В, мы для этого момента получимь такую 
формулу 

МЕЗЫЕ, + БР... .... . 6) 


Сюда входять двф неизвзстныя величины, #, и #,. Чтобы ихъ опре- 
дьлить, обратимся къ углу захручиваня стержня. Приравнивая работу 
скручивающаго момента потенщальной энерги деформащи, получаенъ: 


а 4 а 
о Г д + И 9 


Такимьъ образомь мы получили три ур-я (а), (6) и (6), въ которыя 
входять четыре неизвфетлыя величины %, Ё, И и т. Для составлешя 
недостающаго четвертаго ур-ёя примемъ во вниман!е, что при крученя 
углы въ плоскости поперечнаго сфченя нв искажаются и уголь заяру- 
чиваня имфеть одно и то же значене для каждой части сфчения, 
Разобьемъ скручивающий моменть М на два’ сяагавмыхь №, и М, 00- 
отвфтственно двумъ внутреннимь контурам А и В и положимъ: 


М=м, + М; М, = НВ Е,; М, =2,....@ 


Тогда потенщальная энермя деформаши, приходящаяся на единицу 
длины стержня, можеть быть представлена въ такомъ видф: 


тре Га, мр раь, ‚тм, Ма ге 
9 [ЧРИ № АР № СР, В, у | 
Составляя производную оть этого выражешя по М; и М, м 


должны нолучить одну и ту же величину, именно величину угла т. На 
основан этого получаемь ур-е: 


м, “тм, _ М, ра 
т] св] Е 


м, Г 1 м, м.) га К 
ВИ, В в. 


1 


При помощи ур-+й (4) и (е) рышаемъ вопросъ о распредфлени яа- 
пряженй. Ур-е (с) даеть возможность найти соотвфтствующий уголь 
закручиванНя. Указанный пруемъ расчета трубчалыхь стержней на кру- 
чеше можеть быть распространенъ на случай любого числа промежу- 
точныхь стВиокъ. 
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$ 50, Примбнеше метода Вёга кь опредфаеню напряженя 
при кручени. 


Вопрось о кручени призматическихь сторжней сводится къ интегри- 
рованю дифференщальнаго ур-я; 


О т ен (@) 


Иногда выгодно разыскане рфшен!я этого ур4я замфнить разыскал 
емъь шийний?а нфкотораго интеграла ‘). Эту замфну легко произвести 
при помощи общаго ур-Я (50) (см. 3 23). Предположимь, что напряже-. 
ва представлены при помощи ф-йи ©, тогда потенщальная энерМя скру- 
ченнато стержнл, отнесенная къ единил® длины, будетъ равна, 


Л) (5) 


Нели мы во веёхь точкахъ поперечнато оёчешя, кромВ точекъ кон- 
тура, дадимъ совершенно произвольныя малыя приращеня &ф, то этому 
будуть соотвфтотвовать приращеюшя напряженй 


Таяя же приращеня получать напряжения, распредфленныя по кон- 
девымъ поперечнымь сфченямь стержня, являюнуяея вифшними скручи- 
вающими силами. Предположимъ, что сфчене стержня, соотвфтетвующев 
валалу координатъ, закр®олено и обозначимъ черезъ й длину стержна, 
Тогда перемфщешя % и т для какой-либо точки свободнаго конца 
стержня представятел такъ: 


и = — 491; = + 


и ур-е (50) можно т написать въ такомъ видф 


в ЛЛ(#) = г (ев =-/ (= 27) 4еду ©) 


Выполняя въ аа части интегрироване по. частямъ и прикимая 
30 внимане, что на контурв 8Ф=0, перепишемь ур-е (5) въ. такомъ 


1 а ГГ) (2) вов — эк | Гавану = 


5 Ом; нишу работу, Примёнешо ф4в напряжен:й шъ иаслёдоланио кручешя и 
изриба призматичевнихь слержнен, Сборник Инес, Ичяь Шут. Сообщ, 1913 т. 
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р 


Такъ каюъ нриращеше полученнаго нами интеграха для всякаго малаго 
измыфиеня ф-м х должно равняться нулю, то слфдовательно разысканю 
ф-и х, удовлетворяющей ур-ио (а) равносильно разысканио шахиицига 


или шншиита’'а интеграла: 
8 = ГГ] и -@) рту] вау . ... 89) 
у 
Кь тому же результату мы придемь, исходя изъ аналоги Руанй’я. 
Опредёлеше фм ‹ приводится, какъ мы видёли, къ равысканио провя- 
саня мембраны равномёрно нагруженной и удерживаемой ва контурь 
равномйрно распредёленными растагивающими усилями, При опредбле- 
ни формы равновзая мембраны воспользуемся началомъ возможныхь 
перем щен. Искомая фориа равновёся характеривуется т5мЪь, что ва 
веякомь возможномь откловеши отъ этой формы работа веёхь прило- 
женныхь въ мембран силъ равна нулю. Исли считать мембрану не рад- 
тяжимой, то при провисани ея необходимо допустить нфкоторое смёще 
е краевъ. При хакомъ смвщеши растягивающия мембрану усиля 6©0- 
вершать ‘отрицательную работу, величину которой получимъ, умножая 
усиле, приходящееся ка единицу длины контура мембраны, на разность 
между площадью мембраны до провисавя и проекшей мембраны на 
плоскость контура посяз провисашя. При малыхь провисавшяхъ величина, 
этой работы представитея такъ: 


ЛЕ 


При всякомь отклонени мембраны оть положеня равноввея ивиф- 
нее найденной сейчась работы растягивающихь силь должно быть 
равно по величинь и противоположно по знаку приращенио работы 
сплошной нагрузки, лежащей ча мембран», 

СлБховательно: 


р "ГЛ Зы = (= = [Газеаени. 


. Это урфе справедливо при велкомъ распредзлени нагрузки 4. Пола 
гая = Зил, мы приведемъ задачу о равыскани прозисаня мембран’ 
къ нахожденио шахниолга или шимииига интеграла (89). 

Въ тхъ случаяхь, когда удается найти ф-ю +, удовлетворяющую 


этому условйо, мы получаемъ точное рёшене соотвтотвующей задачи 0, 
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кручени, Если же получене точнаго рфшеня сопряжено съ большими 
трудиостями или такого рёшешя получить не удается, мы можемъ при 
помощи (89) получить приближенное рёфшене задачи, замвняя задачу 
варащоннаго исчисленя о разыскани шах. или бт. интеграна 5 зада- 
чей объ опредфлеви шах. или пп. ифкоторой ф-и '). Для этого мы 
беремъ приближенное выражеше ф-м напряженй въ вид ряда 


фи = фо а + а, +... , (9) 


При этомь фи Ф,, ф,... 0, выбираемъ тазъ, чтобы каждая изъ 
нихь удовлетворяла заданнымь для ф условлмъ на контур® (въ нашемъ 
случаВ каждая изъ нихь на контур$ обращается въ нуль) и чтобы вы- 
ражене (@) при надлежащемь выборё поэффищентовь а, @,... а, по 
возможности ближе подходило къ точному выражению . 

Вь каждомъ частномь случаф тамя ф-и можно подобрать, потому 
лто приблизительный видь ф, или, 170 все равно, видъ той поверхно- 
сти, по которой нровисаеть равномфрно нагруженная мембрана, намъ 
извЪстенъ. Для опредфленя коэффищентовъ @,... а, мы ветавляемь 
выражене ф, вмфето $ подъ знакъ интеграла (89) и находимь соотвфт- 
ствующее значене интеграла. Обозначимь его черезь 5. Далфе подби- 
раемь коэффищенты такъ, чтобы 5, имфло значен!е шах. или пут., т. е. 
чтобы были удовлетворены ур-Ёя: * 


95, 95. 

и в = чение (90 

ба, ° да, ы 60) 
Ур-я эти линейныя относительно коэффищентовь &,...й„ и рёшая 


ихь, найдемь дла этихь коэффищентовъ тв значешя, при когорыхь 
фуя ф, даеть наилучшее приближеяе къ точному решению задачи. 

Особенно просто разыскане ф4й ф,...ф, въ тфхь случаяхь, когда 
контуръ поперечнаго сфченя заданъ ур-1емъ 


Вау =о0 
и Р внутри контура въ нуль не обращается. 


Тогда выражеше (4) можеть быть взято въ такомъ видь 


в.в 


ФВ (ву) Уве: - 9 


энд, я—0 


1) Этоть пмемъ быть предпожень У. Вае?емь п примёнемь имъ въ изолфдо- 
залёю иагибь и колебан!Й квадратной плаетинки. См. У. Ва дойти #, геле 
я. забот. Мачо. т. (16) 1908 г, Въ настоящее время методъ В"а нашель пги- 
ронов примёнене мри рёшенх пфлаго ряда задачь отроительной` механиии. 


Очевидно каждый члень этой суммы удовлетворяеть условно на 
контур. Остаегся лишь опредёлить коэффищенты @„„ при помощи: 
ув-й (90). 

Этимъ прИемомъ легко рышалются задачи, разомотрённыя 5. Уепащ’омъ, 
а также задачи о кручени стержней, поперечное сфчен!е которыхь пред- 
ставляеть собой или секгорь или четырехугольникъ, ограниченный двуия 
радусами и двумя корцентричесвими кругами. Мы ниже прамфнииь 
этоть методь въ случаю прямоугольнаго поперечнаго сфченя. 


$ 81. Случай прямоугольнаго поперечнаго о$ченя. 


Для прямоугольнаго поперечнаго сёченя (черт, 76} мы можемъ соста- 
зить сколько угодно ф-Й, обращающихся на контурё въ пуль, 'Напри- 
ыфрь всякая ф-я вида; 


ге— 
р 
‚ те ту 
Фи == ия 8 —— . 8 
т в 5 
Й 
будетъ удовлетворять этому условию, и мы’ можемь 
представить ф-1о напряжений въ видё такого ряда 
7 два р И 
Чери, 76, лы 


Въ такомъ случай ') 
Г 
1 д5\* _ /95\ 1% 
ЗАЛЕ 
5} ь 


РИ чз 

. Ир. ту 409 
лезь. бов Г р 
8$ $ 


при и я нечетныхь, Если ж или и четное число, то этоть интеградь 
обращается въ нуль. 


*) Шри этомъ интегрирован! нриннмаемь во днимане, что 


обращается эъ нуль, воли лфлое число № не ралняетея #;. Шри #==Ё ‘эхоть инте. 
а : 
граль ‘равенъ =. Твного ше рода замёчан!е отноонтой их иитеграламъ вида: 


. 
с Иа 
„Дет ое 
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Ур-я (90) получають такую форму 
аб [т 


и 


при # и ® нечетномъ: 


лаб (т 
, 2, от 


есяи т или н четное число, 


Опредфляя тавимъ образомъ коэффищенты @„„ получимь для ф-ти 
выражеше въ видф такого безконечнаго рада 


2 5, МИ, 


= 82 $ 
У. у, тт бы =)‘ -.@5 


па, в... #51, 8, 5. 


Здьсь для краткости обозначено черезь а отношене 6: а. 


Зависимость между скручивающимъ моментомь и величиною т на 
ословат ур-я (75) напишется такы: 


м=? || [ 4 в — Зо вар У. У 


т, 3,5... я=, 35... 


Результать этоть можно представить въ боле удобной для вычисле- 
в формв, если принять во внимане '), что 


ве 
1 т 


1 . 
т? - _ та? 4 1?) — 9бий 
озна 


Вь такомъ случа 


Зал 8 3.8 т 
и жом 9ба У х— 


1 3.5. №5 1,5.. 


Дальнёйшее упрощене получимъ, если примемь во вниман!е, что 


зо 


ав. 


2) См. нашу работу, прлмфнене нормельныхь коордпнеть.. Ма, ЖЧев, Пол, 
Инех. 1909 г. 
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тогда 


р ") 
1 26° 6445? 2 
И=м ( а? Ра? у 218 т: е 8) 


%=1,3,5 


Выбирая обозначена такъ, чтобы $ было больше а, мы безь 0со- 
быхъ затруднен можемъ вычислить сумму безконечнаго ряда, входая- 
щаго въ полученную формулу (92), т. к. 9 Е будет весьма близок 
въ единиц и рядъ вообще весьма. быстро сходится. Въ случай весьму 
узкаго прямоугольника мы можемь положить 


9% т =1 
и представить (92) тавъ 


1 
М =? ( 0211) = ый (1 0.6. . (3) 


Для квадратнаго сфченя ф-ла (92) даетъ 
М= 0,1406 лай = 0,8435 9, 4. 1.... (94) 
Вообще формула (92) можеть быть представлена въ такомь видё 
М=Ь. лба". 


Значеня коэффищента # для различныхь значе а =; @ вычислены 
8. Усвапеомь. Н%сколько такихь зналенй мы приводимь въ нижеслй- 


дующей таблид$. 


— — 
ь ь р 
= т=— 
1 0,1406 0,3758 25 0,2494 0,9681 
|- - 
12 01681 07587 з 02688 0,9855 
щи 0,1869 од 4 0,2808 оз 
1,6 0,2087 08695 5 02914 0,94 
18 ори 0,04 10 0,3128 10000 
20 0,2987 0,9801 < 0,3888 10000 
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Нзибольния касательныя капряженя имфють мфето въ срединахъ 
длинныхь сторонъ прямоугольнаго контура. Формула для касательныхь 
яапряжей въ различныхь точкахь лая 


напишется такъ; 
ут: 
РЯ ов — 
& 


= у = п ой и ° 


ев.  т=1, 3,5... 


Полагая #=0 или #=а, получимъ значеше наибольшихь напряжен!й 


32рлд? 
ов У вым... (96) 


Значеня коэффищента #, для различныхь а приведены въ таблица. 

Методь В ?а даеть возможность представить ф-ю напряже! въ 
различныхь формахь. Вмёето тригонометрическаго ряда мы для пред- 
ставлешя ф можемь воспользоваться цфлымь полиномомь [6м, (2) $ 50]. 
Ноправляя координатныя оси по осямь симметри прямоугольника, по- 
лОЖимЪ 


ф=(@' — 9) 4—7) За" у. 


Здфсь въ силу симметри нужно сохранить лилть четныя значеня ## и Я. 
Вь качеств примфра произведемъ расчеть для квадратнаго сфчешя 
Ограничимея первымъ членомь ряда и положимъ . 


бо (#* — 4) (У — а). 


ф = 
Ветавляя это въ интеграль (89), найдемъ для @„, зиачене 
5 вт. 
би — 7-8 а 


Величина скручивающаго момента получается равной 


и-з [| [ьвшду = Зузьми = 01388 (и). 


Сравнен!е съ ф-лой (94) показывает, что взятое нами первое при- 
ближене даеть величину М съ точностью до 11/,°: Въ качествв вто- 
рого приближеня положимъ 


= (0—9) у’ — в) р-на, +]. 
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Ур-я (90) дадуть намъ для неопредёлевныхь лока коэффищептовь 
злачетил: 


5 259 в“ 53 35 м 
бо Вот‘ ат’ 82577 а*` 
Вь такомъ случа 
20 259 23 3) _ . 
Ира [т $52 0,1404 рт (2а)*. 


Второе приближеше даеть погрёшность равкую 0,159].. 

Вь величин® напряженй приближенное рёшеше обладаеть значи. 
тельно меньшей точностью. Напримфръ, погрфшность въ величин» их, 
нанряжен!й для второто приближен я достигаеть 49}. 

Способъ примфненный сейчасъ къ прямоугольнику легко можеть быть 
распространенъ па случай любого выпуклаго многоугольника, 

Представляя ф-ю напряжевй въ видё полипома: 


Ф= (анус) (т Ву >) „(аду чаи”, 


тд ат -- вучнс, =0,... урЧя отдВльныхь сторонъ многоугольника, 
вычислимь коэффищенты о„, при помощи ур-й (90). ” 

Въ случав контуровъ, имбющихь входлойй уголь, напримфръ, для 
уголка *), тавра и др. примфнеше намфченной методы встрфчаеть затруд-* 
нет я. Въ такомъ случа слёдуеть воспользоваться или вычислительныиь 
или графическимь способами рышешя ур-я (76) *). 


2) Эта задача рагрёшена Е вег’онь, Сы, За, Вемев%е ВегИи. АКа. д. МИ внепзон, 
1908 г. 

2) Вычислительный методь дель С. Напце. Сы, 7.6 Мой, п. Рнуз. 1.56 (19087). 
Грыфичеове методы ивтегриропав!я соотаётотвующаго дифференщальнаго ур 
даны въ статьяхь С. Вале. Сы. Масйер вел 4. К. безеПвср. 4. Уаз. @обылкей 
191 г. у. Вапдол, 6м. 7. & Маф. а. РБуз. 1913 г. Вообще нужно ожидать, что рар- 
зие приближонныхь и графичеснихь способовь интегрирован!я ур-ЁЁ мелемати. 
ческой физлии сыграть весьма большую роль въ дфив раавижя теор1и упруговти 


п послужить въ дальёЯщему раслиронно обльсти примёнен:и этой науки 2ъ 
тохнакЬ, 


ГЛАВА УШ, 


$ 52. Постановка задачи. 


Предположниъ, что невфсомый призматическй стержень, закрВилен- 
ный въ точк® О, изгибается силами, распредфленными на конд 2. Силы 
эти статически эквивалентны силё ©, нриложелной въ центрё тяжести 
поперечнаго сёчен:я и направлеппой по одной изъ главныхь осей инерция. 

Разыскан!е напряжеяй въ общемъ случаВ сводится къ интегрирова- 
ню дифферентальныхь ур-1й равновЗая: 


9. 2х, , 9х, _. 
д 9 98 — 
27. , 9Т, 01, =0,...-,...- (а) 


в бы 
92. 98, , 92. _ 
9% 
При этомъ должны быть выполнены на поверхности условия: 
Х, = Х. 608 (20) + Х, 08 (9%) + Х.с08 (20) 
У, = У, с08 (20) = У,с03 (у)  У,608 (20)... ,. (6) 
7, Е. 60$ (0) = 2, 603 (49) -+ 2, 60$ (29) 


Кроиф того въ каждой точкВ должны быть удовлетворены дифферен- 
щальныя зависимости: 
(1 ух, 20 _ 0 
— 9) . дя = 
90 
ачяи т, + ду =0 дует (©) 


. 
а-+дх 2, + 99 =0 
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9:0 
ау +, =0 
де 
по) 9х, + бр... @ 
й 
(1-9) 9х, = ав = 0 


При рёшени задачи воспользуемся холуобратныма методом 5. Ув- 
лапга '). Мы заранфе зададимся нфкоторыми изъ напряженй на осно- 
ванши уже извфотныхь намъ простёйшихь рёшешй и остальныя напуя- 
женя постараемся подобрать такъ, чтобы были удовлетворены ур-я (а) 
и условя (5) и (©). Если бы напть стержень испытывалъ чистый изгибу 
въ плоскости 42, то отличными оть пуля были бы лишь напряжения 7, 
Обозначая черезъ М величину изгибающаго момента, получимъ въ этомь 


случаЪ для напряженй 2, значеше 
_ __ № 
2, = еее. @ 


Пра изслвдоваюши изгиба полосы силой, приложенной на концЪ, мы 
нашли для нормальныхь напраженй 1, то же выражеше (9). Но кров 
нормальныхь напряженй въ этом случа получаются еще и касатель- 
ныя напряжензя, распредёленныя по плоскости поперечнаго сфченя. 

Предположимъ, что и въ разсматриваемомъ болбе общемъ случа 
изгиба нормальныя напрлжешя Й, опредзляются прежней формулой (4), 
Кромф этихь нормальныхь нанряжещй будуть, конечно, отличными отв 
нуля касательныя напряжешя, распредфяенныя по плоскости попереч- 
наго евченя стержня, т, в, напряженя Х, и ТУ,, Что касается осталь- 
ныхь напряженй Х„ Т„ Х,, то будемъ ихь считать равными нулю. 
Если, исходя изъ этихь допущений, мы сможемъ удовлетворить ур-1ямъ (@} 
и усломямъ ($) и (6), то полученное тахимъ путемь рышеше будет 
точнымъ рёшенемъ поставленной выше задачи. 

Посл сдфланныхь предположен! относительно напряженй, система 
ур-й (а) и усюня (5) и (6) значительно упростятся. 

Изь перваго и второго ур- (а) заключаемь: 


т. е. распредзлене касательныхь напраженй одинаково въ разематри- 
ваемомь случа для всхь поперечныхь сфчешй стержня, Хи У, 
являются фЛями только # и у. 


1) Вопросов объ ибгиб® призматичеснихев стержией быль разрёшень 8. Ув- 
залом, Ом, 3. `@е Майн. (ТЯосУ!е) т, 1 (1888 г.). 
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На основанш сдфланнаго выше допущешя относительно напряже- 
ый Д, имфемы: 


и: . (@) 


СлЪдовательно, оставшееся третье ур-+е системы (4) перепишется 
такъ: 


Т. к. боковая поверхноеть стержия предполагается свободной оть вся- 
кихъ усишй и для нее с05 (20) = 0, то изъ ур-й (8) намь придется 
считаться лишь ©ъ третьимъ ур4емъ, которое представится въ такомъ 
ВИД}: 
2.608 (#0) --'7, 608 (45) = 0. ...... -. 4 
Что касается урчй (с), то при схбланныхь предположешяхь первыя 
три изъ нихъ и послЬднее будуть тождественио удовлетворены, а ур-я 
четвертое и пятое перепишутся тавъ: 


УТ, =0, УХ. = Тау ее (9) 


Такимь образомъ мы привели задолу объ изгиб призматическаго 
стержня къ рфшенцо ур-й (е), (Г) п (9). Даль Ыиаее рышеше упро- 
стится, если мы представимъ пеизветпыя пока намъ напряжешя Х, и Т, 
посредствомь ф-ш напряжен! ф. Легко видфть, что дяфференщальное 
ре (е) будеть удовлетворено, всли мы положимъ: 

2 _ ИИ. 
Ху ол + У, = (и... (№) 

Зафсь кромё ф-и напражешй $ (2, У) мы ввели еще одну произволь- 
пую пока ф-Но {(у) для того, чтобы вЪ дальнфйшемъ упростить выпол- 
неше услов!я на поверхности (/). Ветавляя выражешя для напряжений (#) 
въ урчя (9), получимь для ф-1и. напряженй ф ур-я: 

д [99 9$ Ы и 9’ 

Е 5) ПИ = аа 


9 
д [0% 9% 
ан) = 9. 
Откуда 
09 05 в 9 п 
тк Рф-о... .. 00 


ТДЬ с — произвольная постоянная величина. 
Преобразуемъ теперь услове на поверхности (7). 
6. К. Тимошенко, 
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При выбранномъ расположеши координать (черт, 77) имфень: 


д 608 (5) % и 
2 2 ый ы й 
а 

208 =—-— 

„ (и) & 


ри ы 
—— Сльдовалельно, условао (/) 


можеть быть представлено въ 
Чарт, 77. такомъ вид»: 


994% 04% _ 0 © 


. 2% от 
д 9205 — 98 в `` 97 


Я Гб) 


Задала о распредвлеши напряжений при изгиб» сводится такимт обра- 
зомь къ разысканио рёшеня дифференщальныю ур-чя (96), удовлетво- 
ряющаго усновыо (97) на контурВ. Въ каждомъ частпомъ случаф, когда 
намь удастся найти таков рёшеше, мы тмъ самымъ разрытимь зедазу 
© распредфнеши напряженй при изгиб$. 

При этомъ боковая поверхность стержня будеть свободна отъ вся- 
кихь усилий, Усишя на копцевыхь поперечныхь сфлещяхъ распродлятея 
такъ же, какь и во всякомъ промежуточномь сёченги. На практик пря- 
хокичся вотрёчалься съ самыми разнообравными способами приложены 
изгибающей силы, по со’ Зено приндипу 8. Услайга измЪнене въ рас- 
предфлеши усил по плоскости концевого сфчешя можеть вызвать эна- 
читеяьныя измфлевя папряженй лищь въ точкахъ близкихь къ кояцамь; 
въ удалонныхь точкахъь мы всегда можемъ пользоваться рышешенъ, по- 
лучаемымь изъ ур-й (96) и (97). 

Особенно просто рёшаетея вопроеъ въ томь случай, когда удается 
тавъ выбрать { (у), чтобы фчя 


обращалась на контур поперечнаго сёчешя въ нуль. При этомь усло- 
ви будомъь имёть: 

92 

&= 0, 
т. е. ф-я ф будеть имфть на контур постоянное значешо. Урче (96) 
будеть совпадать съ дифференщельнымь урфемъ для поверхности про- 
зисая мембравы, равномфрио натянутой на контуръ сченя; но ва“ 
груза будеть теперь пе равномфрной, кажъ въ случаЪ кручешя, & 1е- 
ремвнной, Ея интенсивность въ каждой точк® будетъ опрензляться прё- 
вой частью ур-я (96), 
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Дегко показать, что получаемое при этомь рёшеню соотв тотвуеть 
услов!ю задачи и опредфляемыя таимъ путемь касательныя напряженя 


по плоскости поперечнаго сфчея приводятся къ одной вертикальной 
вилЪ 0. Въ самомъ дёлЪ, если ф на контур постоянно, то 


Г [кала =— Г Гуеаеву = о 
Г/х. @ ау = Г-З го = 
Мы деву || [гоубьи. 


Принимая во внимаше, что въ разсматриваемомь случав /(у) на 


@ 
коитур® равна у, имфемъ 


Г [ева Гавр =3 0. 


КромВ того 
И / ‘ав ау =. 


Г [ха =—9+ И =е 


НБамъ нужно еще позаботнться о томь, чтобы равнодёйствующая & 
вейхь касательныхь усиий проходила черезъ центръь тяжести’ попереч- 
ного свчешя. Въ лротивномь случа мы будемь имфть одновременное 
дЪйстве изгиба и кручев!я. Моменть касательныхь напряженй относи- 
тельно оси # представляется ф-лой: 


м, = ху тм 


Соотвтетвующимь выборомъ произвольной поетолиной с въ ур-и (96) 
мы всегда можемь достигнуть того, чтобы ЛГ, обраталея въ нуль. Въ 
самомь дфлВ, постоянная въ правой чести ур-я (96) соотвфхетвуегь 
распредваою напряженй, овредфияемому ур-#емъ: 


Олёдовательно 


& это какъ разъ тБ напряжея, съ которыми мы имфли дфло при изслЪ- 
ховаши крученя призмъ, Мфняя с, мы будемь измфнять и величину 
скручивающаго момента, можемъ, слФдовательно, падлежащимь выбо- 


ромъ © обратить въ нуль моменть №, 
: 12* 
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Въ случа симметричныхь сфченй, напражен, опредфляемыхь по- 
стоянной с, не будеть и мы можемь положить въ этихъ случаяхь с=0, 
Переходимъ теперь къ разсмотрённо частныхь случаевъ, 


$ 88. Ерутовое и залиптичевкое поперочныя офченя. 


Пусть контуръ поперечнаго сфчены изгибаемаго стержня задан уремь 
туб = 0. 
Чтобы правая часть условя на поверхности (97) обратилась въ нуль, 
ноложимъ 


о-в у. 


Тогда задала объ опренфленш касательныхь напряжеши при изгиб 
сводится къ интегрирование ур-1я: 


09 9 _1 
. д Кд = .. @ 
При чемъ на коптурв ф--постоянно, и мы его можемъ положить рав- 


Бымь нулю, 

Значеше ф-уш напряженй ф въ каждой тозкЪ поперечнаго сВчены 
совпадаеть съ значешемъ провисавя равномЗрно налянутой мембраны, 
закрфиленной на круговомъ контур и нагруженной сплошной нагрузкой, 
мБняющейсл по закону плоскости 


129 


Те 97 


Для опредёлев!я этого провисашя мы можемь воспользоваться при- 
ближеннымь способомъ ВИ ”а [$ 50, ф-па (Р)] и положить 


феи — 9) УХаы"у........0 


При данйомъ распредфлени сплошной нагрузки очевидно провисане 
мембраны съ круговымъ нонтуромь должно быть четной ф-фей относи- 
тельно 2 и нечетной относительно у. Легко убЪдиться, что ограничиваясь 
однимь членомъ общаго выраженя (5) и полагая 


ф = би (и -у .........® 


мы при надлежащемь выборь коэффищента а удовлетворимь ур-ю ®. 
Всетавляя выражение (с) въ ур-че (@), находимъ: 
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Фунюшя напряженЙ окончательно представится въ такомъ видв: 

_ 11 269 

У=зтол 

Дифференцировамемъ получаемь ооотвфтетвуютщее распредфлел!е ка- 
сательныхь напряжешй 


90 07 9 3-3 25—1 
Х.=у эл! а и Еы) 


| 


. (98) 


Раземотримь распредёлене касательныхь напряженй по горизон- 
тальному маметру поперечнаго сфчешя; Для этихь точекь д = 0 и 
ф-лы (98) дать намъ; 

У.=0 

9 3% |, 25—11, 
о 

274(1 +9) 32а 

РаспредВлене напряжен зависить, какъ мы видимъ, отъ величины 
Пузссонова отношеня. Наибольшее напряжене получается въ пентрв 
сВчешя при у = 0, гдв 


Х. 


[4 3+2 
(Ху зи ево = 57° аа5”. 


У концовъ того же даметра напряженя равлы: 
_ 9 126 
(Хон 572 а39”. 


Элементарная теор!я изгиба даеть для хасательныхь напражешй во 
всЪхъ точкахъ горизонтальнаго маметра одну и ту же велачину равную 
4 . 9 = 1 33% 
во Л? 

тд Х — площадь поперечнаго сёченя, 
Для сравненя съ точнымь рёшешемь произведемь вычисленя, при- 
няВЪ в = 0,3, Въ такомъ случай; 


} 
(Ед ео 188 95 (Оль вок 1199. 


Слёдовательно, ногрёшность при опредфиен!и ах. касательныхь на- 
пряжен!й элементарнымь способомь составляеть меньше 4%}. 
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Такимь же путемъ легко рёшается задача о распредфленш папря- 
жешй при изгиб въ случаВ эллиптическаго поперечнаго сфченя. 


Пусть 


ув-6 контура поперечнаго сфченя. 
Чтобы обратить въ пуль правую часть ур-фя (97), положимъ 


го =3 (2-97). 


Задача сводится тацимъ образомь къ интегрирован ур-4я 


Е ИИ >). 
де Кд аа ЕЯ 


При этомъ на контур © — постоянно. Какь и въ случа круга, мы 
сразу можемь получить точное рфшене задачи, полагая 


Ф р 
Фа, (= и — «у 


Подстановкой въ ур-® (96) паходимъ: 

в ра 
9 
8 (Ва -- 51) 


а 
а-т 


_ 9 
т а 


Окончательно для ф-ш напряже получаемь выражеше 


5 
нм 


= 19 (ий 
$ = эвм т 


При а = 6 результать этоть совпадаеть съ тЪыъ, что было найдено 
зыше для кругового поперечнаго еёчешия, 

Получивь ф4ю напряженй, мы безъ затруднешя можемъ составить 
ф-лы дя касательныхь напряжешй Х, и 7, и вычислить эти напряже- 
ия для любой точки сфчешя. 

Инфя раснредёлен!е касательныхь напряженй для круглаго стержня, 
легко перейти къ стержню, поперечное свчеле котораго. иметь форму 
полукруга. Вь самомъ дфлЪ, изъ общаго рёшев!я (98) сяфдуеть, что въ 
точкахь вертикальнаго даметра кругового понеречнаго ечешя напря 
жешя У, равны нулю, слёдовательно по плоскости же, раздёляющей 
круглый стержень пополамь, никакихь напряжешй нЪтъ, каждая поло- 
вина ‘стержня работавть самостоятельно. Касательныя усиля, приходя- 
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щуяся па одву половину сфчетя, приведутся къ вертикальной спль $ 
и кь скручивающей парё силъ. Напряжения, соотвфтетвуюния этой пар, 
мы можемъ исключить при помощи извфетнаго рьшешя для кручешя 
стержня полукруглаго сфченя и получимъ такимъ путемъ распредфлен!е 
касательныхь напражеший при изгибф стержня полукруглаго сёчевя, 


$ 54. Прямоугольное понеречное овчене. 


Уре контура въ этомъ сяучаз представится тажъ (черт. 78): 
им ии) =0. 


Чтобы обратить въ вуль правую часть ур-фя (97), пужно поножить 


9 . 
ги -%7 а 
При этомъ на сторонахь #=-ч-а обратится | 
въ нуль выражен1е 221 о 9 
© | 
эл— 79). - 
а 
На сторонахъ же у = == Ь очевидно произвох- 
Черт. 18, 


Е м 6 
ная 5 равна нулю. ‚ы ПОЛУЧИМЪ ТАКИМЪ 01 ра 


зомъ для точекъ контура 
8 


и 


-6 


=0 


и можемь прикять на контурВ ф == 0. 
Дифференщальное ур- (96) перепишется такъ: 
9%, 9 с ду 
а т. 


1-4 


Задача сводится такимъ образомъ къ разысканшю провисавя мембраны 
равномёрно натянутой ка прямоугольный контур и нагруженной сплош- 
ной нагрузкой, мЬняющейся по закону; 


°_. 9. 
1+5 9 


Для опредвлешя ф воспользуемся методой ВЁт’ь, которую мы при- 
мфняли при изолдоваши кручешя. При заданномь способ распред$- 
ловя нагрузки ф будеть очевидно четной фей относительно # и не- 


— 184 — 


четной относительно у. Мы удовиетворимъ условямь на контур, ебля 


положимъ: 
читаю вто 


(2т-- то. пилу 
-У У Яъин-т,н 608 в а ту. 


м0 вт 


Вь такомъ слузаз 


Боня Уи 


Ур-я (90) предотавятея въ такомъ вид%: 


2 
Я», 


. - | (2+1 я 
бот, в 1*аб ее = 


5 (2т - те ‚ ву 
НЫ. 8 — . у@л ау 


м 


откуда 
р в 9 85 {— туча 
о-в У - Иа 
т 9 @т-+ па 


Обозначая черезь х отношене ;а, найдемъ: 


5 9% У \ (ре р (ат по, ит. 


, и (8 $ 
то ива (9И-НТ)® ВЕ +=] 20 


Касалельныя напражеея опредфлятсл изъ ф-ль: 


Замётимъ, что второй члень въ выражени для Х, даеть какъ равъ 
ту величину касательныхь напряжен й, которую мы, на основани =8- 
которыхь допущен, получаемъ въ элементарной теор; изгиба. Ф-1ей. ф. 
опредзляются лишь поправки къ касательнымъ запряжен1ямь, вычисляе- 
мымъ влементарнымьъ путемъ, . 

Вычисяимь напряжешя для точекъ поперечнаго сёчешя, лежащихь 
на оси у. Именно въ этихь точкахь, согласно элементарной теор, 
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кесательныя напряжешя достигають своей наибольшей величины, 00- 
де . 
ставляя производную 5, и принимая во вниман{е равенства: 


ве як 
т. У (10 __т 
; = 


1х 
У . и" = зесй =— 1 5 
(2т + 1) (2 +1] 38  Тижя 
ыы 2) 


получимъ: 


(") < 308 
04 ).-0,= 1-9 Ваба* 


9 зов еее 


1 
То Ваай |3 . ата 
п=т Я" 605 т 


а 


4 1 


РА 


та 
$ 


26 
Что касаетси производной 55, то она дя разсметриваемыхь точекъ 
обращается въ нуль. Для напряжеый въ этихь точкахъ получаемъ тамя 
формулы: 


3 в 4 — 
в ея 3+ 55. = "и 
в В. 
.. - (99) 
| 30 № [2 
(5) = зы 58 То т и? ь | 
#1 В 


(7).  =0 


Множители въ скобкахь предбтавляють собой ть кооффиценты, на 
которые кужно множить результать элементарной теор, чтобы полу- 
чить точное значене напряженя, Входяще въ полученныя формулы 
ряды весьма быстро сходятся и ихь суммироваше не представляеть 
никакихь затруднен. Соотвётствующя вычисленя для `различныхь 
знадеюй отношешя 2: были произведены 8. Уепангомъ, Оказалось, что 
для высокихь прямоугольниковъ результаты элементарной теорш весьма 


1) Ом. пашу работу, Примбнен® нормальныхь воординоть отр. 29. Ивв. Куев. 
Цоя; Ипот. 1909 т, 
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близки къ точному ршенио. Въ случаф квадратнаго сзченя коэффя- 
щенты, на которые праходится множичль величину т ш, равны соотв. 
вётотвенно 0,94 и 1,18. Для прямоугольниковъ, у которых 5 > 4, раз. 
ность можду точнымь и приближеннымь рышешями получается большей, 
чЬмъ для квадрата и она будеть твыъ больше, чфиъ большее значене 
иметь отношеше 2:а. Такимъ образомь большя погрЫшности элемев- 
тарная теоря можеть дать лишь въ случа балокъ прямоугольнаго 
сбченыя, инфюощихь малую высоту и большую ширину. Но какъ разъ 
именно въ этихь случаяхь касательных напряженя не велики и влине 
ихъ на изгибъ ничтожно. 


$ 85. Дручя формы поперечныхь обченй, 


Особенно просто рёшается задача о распредёлонш касательныхь 
напряженй при изгибф въ случаз сфчоня, раземотрённаго Грасгофоуь *) 
(черт, 79), Свчеше это образовано двума дугами гиперболы: 


(а — т=а 


и двумя прямыми, у == == а. 
Мы обратямъ въ нуль правую часть ур-я 


7 (97), если положимъ 
_ 9 2? ) 
9) = 55 Ге Те) 
ы Ур-фе (96) перепишетея такимь обра: 
Заре. 79, зомъ *) 
00 00 
деду = 


Мы удовлетворимъ этому ур-йо и убловно на контур», вели иоло- 
жимъ ф = 0. 
Вь тапомъ случай напряженя опредфлятся изъ формуль 
; 9 9[° ы 
х. эл 1 
У, =0. 


3) бгазрор МазНеННЫ па РозНаКеН, отр. 246. 
*) Ностоянную в для симметричнахо офтошя принимаемь ранной нудю. 


| 
} 
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Также легко рФшаются задачи въ томъ случаВ, когда ур контура 


имветь видъ: 
з\= 
# 
$(1-®. 
Й (. = 


оли свчеше имфеть видь, представленный на чертеж (80), то пра- 
зая часть урчя (97) обратится въ нуль, 
если мы положимъ: 


у 


Го = 9 0". 


Приблаженное выражен!е для фупии 
напряжевнй ф мы сможемъ получить, понь- 
зуясь методой Вига. 

Т6мъ же путемъ можеть быть рёшена 
задача для сфчемя, имбющаго форму равно- 
бедреннаго треугольника, если сила парал- орт. 80. 
лельна осповашю треугольника. 

До сихь поръ мы предполагали, что направлеше силы совпадаеть 
съ направлешемъ одной изъ главныхь осей инерши поперечнаго сЪчен!я. 
Пользуясь принципомъь сложешя дёйстыя силь можно перейти къ 
любому направлено изгибающей силы, нужно лишь разложить силу на 
составляюпия, направленныя по главнымъ осямъ 
инерши и найти напряжешя отъ каждой такой 
составияющей, 

Твмъ же премомъ мы безъ затруднений най- у 
демъ распредёлене капражен!й въ случа квад- 
ратнаго сфчевшя, когда изгибающая сила налра- 
влена по дагонали квадрата (черт. 81). 

Изь условй симметри заключаемъ, что по 2 
плоскости 2 нфть никакихь напряжеюй. Слёдо- Черт, 81. 
зательно, каждал половина балки изгибается 


РВ 0 
и скручивается независимо подъ дФйстШемъ силы 3. Такимъ путемъ 


мы можемъ перейти къ балкф, поперечное ефчене которой-—равнобед- 
ренный прямоугольный треугольникь съ вертикаяьно расположенной 
гипотенузой, 

Мы привели здфеь рёшевя нфеколькихь . простЬйшихь. задачь. Даль- 
нёйшее развище теори изгиба стержней и изсидован!е  распредфленя 
касатеньныхь напряженй въ болёе сложных случаяхь, напримфръ, въ 
случаЗ двутавровыхь, тавровыхь и коробчатыхь балокь, въ большой 
степени будеть зависфть оть развийя графическихь и вычислительныхь 
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способовъ интегрирован я дифференщельныхь ур-й въ частныхь произ. 
зодныхъ, 


$ 836, Поремёщеня при изгиб. 
Еривизна изогнутой оси балки въ плоекостяхь #2 и уг съ достаточ- 
ной точноетыю опредёляется величиной вторыхъ производныхь: 
и 95 
ис 
9: 9 
Эти величины найдутся изъ формуль 


0% _ д. _ 06. 9% де де. 
д 0’ 9 08 ду 


Принимая во внимане, что е„, И е„, отЪ # не зависять и выражая в, 
черезъ соотвтотвующее напряжене 2, получимы: 
9% _ 9-8) 9% 


В йо“ 

Первоначально прямая ось балки становится посл изгиба плоской 
кривой, Нлоекость изгиба совпадаеть съ плоскостыю дЁйстыл силы и 
кривизна въ каждонъ сбчеши пропорщональна величин® изгибающаго 
момента. . 

Пользуясь выраженюмь для кривизны, находимъ: 


Одна изь произвольныхь постоянныхь интегрированя выбрана такт, 
чтобы перемен! и въ закрфпленномь конц обращалось въ нуль. Что 
хасается постоянной В, то для ея опредфлешя необходимо имёть допол 
нительных данныя относительно способа закрёилемя кониа стержня. 
Если сторжень закрфилень такъ, что элементь его оси въ мет закрфшие- 
Шя остается горизонтальнымь, то нужно положить В == 0. 

ели закрфплен!о таково, что не поворачивается вертикальный ‘ляней- 
ный элементь опорнаго сфчешя, проходящй черезъ точку закрепления, 
то постоянная В равна сдвигу. соотвЁтетвующему центру тяжести пове- 
речнаго ефченя (см, $ 32). На практийв величина 8 въ большой 1- 
пени будеть зазисфть отъ тёхь масти нопряженй, хкоторыя вояни- 
каоть въ плоскости задёлии и распредёлене которыхь можеть весвий 
значительно отличаться отЪ того, которое ‘мы пашли выше для ‘различ 
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лыхь формъ поперечпыхь сЪчетй. Поэтому пельзя дать достаточно па- 
дожныхь формуль для вычислешя дополиительгаго прогиба, зависялцаго 
отъ воличины В, т, е. прогиба, обусловлепиаго касательными папряженями. 

Ияфя выраженя для папряженй мы можемъ безъ затруднешя 
(см. $ 28} составить формулы для перемфщешй в, ®, м. Кавъ и въ 
случаБ чистаго изгиба коптуръ поперечпаго сбчешя благодаря поремё- 
щемямь фи © искажается. Кром того, благодаря касательгымь панря- 
жешямъ происходить искривлеше первоначально плоскихь поперечиыхъ 
сбчешй, 


ГЛАВА 1, 


Деформапля твль вращен1я. 


$ 87. Уравнешя теорйи упругоети въ цилиндричеекихь координатахь. 


Если неформнруемое тёло имфеть форму тфиа вращеня, то можно 
воспользоваться условями симметри и пзеколько упростить облуя урчя 
теори упругости. Дия такой упрощенной задачи имфется рядь рёшени, 
могущихь имбть практическое значене: 

Съ тВлами, вращешя часто приходится имёть дфло въ. техпическихь 
расчетахь, по при опредфлеши напряжений н деформащй обыкновевно 
въ такихь случаяхь ограничиваются самыми грубыми приближенинии 
рышешями, лля чего приводять задачу при помощи различныхь допуние- 
ай кь простВйшему тину. Такъ, напримфръ, при расчетв круглыхь ци- 
линдрическихь брусковъ на растяжеше и сжаме предполагать, что раб- 
тягивающ!я. или сжимающия папряжешя равпомфрпо распредёлены п 
концевыиъ поперечнымь сЪчешямъ стержня и приводятъ задачу къ слу- 
чаю однороднаго напряженнаго состоявя. Въ случав ко- 
ническихь стержней, подвергающихся дфйствю растяже- 
шя или сжаля, предполагють во всякомъь поперечонь 
сфчеши равкомёрноо распредЪлеше нормальныхь налря- 
жешй. При расчетВ вановъ перемфинато поперечнаго сё- 
четшя, работающихь па кручене, обыкновепио исходать 
изъ раснредфлешя напряжешй, найденнаго для круглаго 
цилиндрическаго стержия и т. д. Въ дЬйствительности 
перечисленныя задачи значительно сложнфе. Напримрь, 
при растлжезми стержня растягивая силы Р (черт. 82) распре- 
дфляются по закраппамь аб и @’Ъ’ и въ поперечномь сфчеши ий, 
близкомъ къ головкВ растягиваемаго бруска распредвлоше растягиваю- 
щихъ напряжен булеть далеко пе равномёрпыхь, 
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При сжатми цилиндра между досками пресса 4В и СГ (черт. 83) 
по пзоскоетямь соприкасашя я и 24 ежнмающйя напряжешя тадже 
распредфляются не равномфрно, Кром 
того волвдетые трешя здфеь полу- 
чаются касательныя напряжения, пре- 
пятотвующИ цилиндру свободно рас- 
ширяться въ поперечномъ напра- 
влени. 

При скручивавм вала перемЪн- 
наго сфчешя (черт. 84) въ переход- 
номъ сЪяешш чи» распредфлене на- 
пряженй можеть значительно отли- 
чалься отъ линейнаго закона, най- Черт, 88, ` Черь, 8 
деннаго для круглыхъ цилипдровъ, 

и перепапряжешя получаются тфыъ большими, чёмь моеныпе раусъ 
кривой, сопрагающей два участка вала раздичныхь. д1аметровъ, 

При рЪшени такого рода задачъ выгодно использовать условя сиы- 
метр. Мы выберемь ось онмметри за одну изъ координатнихь осей, 
тогда соотвфтетвующей коордипатой будуть опред®ляться положеня по- 
речныхь счел тфла, нормальныхь къ оси вращея. Для опредблешя 
положешя точка въ какомъ-либо‘ опре- 
дфленномъ поперечномь сЁчени удобнфе 
всего въ случай тВль вращешя восполь- 
эоваться полярпыми координатами, ели 
05 вращешя пазовемь осью 2, то вели- 
чинами 2, ” и вполнф будеть опредё- 
ляться положено точки тАла. 

При составлени дифференщальныхь 
Ур-й равновзая мы воспользуемея ре- 
зультатами, полученными при рЫшени 
плоской задали въ полярныхь координа- 
тахь (8 37). Напишемь ур-я равновфоя 
дия безконечно малаго влемелта (черт. 85), ферт, 85. 
выджленнаго изъ тфла двумя мерино- 
пальпыми плоскостями, двумя цилиндрическими поверхностями съ радиу- 
сами Ги ^- 4 и двумя поперечными сфчешями, проведепными въ раз- 
втояши 42 другь оть друга. Кром силь, которыя мы принимали во 
впимане при рёшени плоской задачи, здфеь войдуть еще усижя но 
верхней и нижней гранямъ выдфленнаго элемента, перпендикулярнымъ 


> 
къ оси 2. Нормальныя напряжешя по этвмъ гранямъ назовемъ черезъ #2, 
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а касательныя напряжешя черезъ #2 и 02. Прооктируя вс, приложен- 
ныя къ олементу, силы па направлево радуса, направлеше оси 2 п па- 
правлен{е иерпендикуляра къ плоскости +2, получимъ такимъ же обра- 
зомъ какь п въ случа» плоекой задачи сяЗдующйя ур-1я равповфея °, 


9190 0 -®_, 

д тов 

9.1 0% 02 о (00) 
9" х 9 д г 

99 100 9% 

отм 92 


Объемпыми силами мы при этомъ нренебрегаемъ. 

Условя па поверхности (3) могуть быть ифсколько упрощены, так 
кавъ нормаль © къ поверхности тфла вращешя будеть перпепдикуляряу 
къ паправленно папряжешя 00. Отличпыми отъ пуля будуть лишь с0з (#9) 
и 605 (7%). Обозначая черезъ р,, р, п 2% провкщя яитенспвооети поверх- 
ностнаго давлешя на направлен!я г, 2и 00, перопитемъ усломя (3) въ 
такомъ видЪ: 


р 08 (0) 5 те 008 (25) 


р; = 
р. = 72 605 (96) = 22 вов (20) . (101) 
м = 78 сов (20) + 2 соз (2%) 


Въ дальнфйщемь мы ограничимся тбыъ видомъ деформащи тЬль вра- 
щешя, когда распредлеше напряжешй не зависить отъ угла 0. Въ такомь 
случа въ ур4яхь равновфея (100) пропалуть всВ члепы, въ которые 
миожителемь входить производная по 0, и мы получимъ такую систему 


.... 00) 


3) Вверрые урчя теорм упругости зъ цилиндрическихь координатах» быйш 
получены Тациб и Сареугомомь, см. СтоНоя Фошена т. 7. 
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Первыя два ур-я этой енстомы и первыя два изъ условй (101) не 


заключають касатольныхъ напряжешй 70 и 62. Соотвфтствующее имъ 
распредфлоню напряженй будоть симметричным относительно оси вра- 
щешя. По меридюнальнымь сЪчешямъ будуть дЬйствовать лишь нор- 


рч 
мальныя напряжения 0. 

Перемвщешя отдфльныхь точекъ тВла при такой деформащи будуть 
происходить въ мерижональныхь сфчешяхь. 

Въ третье ур-е системы (102) и въ третье изъ условй (101) вхо- 


дять лишь касательныя напряженя Фа ®. Этимь папряженямъ, какъ 

мы увидныъ далфе, соотвфтетвуеть скручивае тёла вращея, 
Разсмотримъ сначала случай симмотричной деформаши. Нри ршени 

этой задачи можно идти двумя различными путями въ зависимости оть 


усло й на поверхноста. Еели намь заданы перемвщеня точекъ поверх- 
— — 


ности, то удобнфе выразить составлающйя напраженя 7,,..7# черезъ 
перем щеня, При заданныхь па поверхности напряжешяхь можно не- 
посредственно приступить къ опредфленио напряжев!й изъ ур-йй (102), 
но при этомъ пужно имфть ВЪ виду, что опредфляемое такимъ путемъ 
напряженное состоян1о должно удовлетворять диффероищальнымь зависи- 
мостямъ (40). Намфтныъ общий ходт ршошя задачи въ обопхь случаях. 

Пусть %, © и а обозначаютъ перомёщен!я какой-либо точки въ па- 
правлен!и радтуса 7, въ направденён перпендикуляра въ меридональному 
сВчетю и въ направлеши оси 2, 

Тогда составляюлйя деформащи ` предетавятея такими формулами 
(см. 8 87) _ вв. 


и 9 ет. 
д" ’ " 


% 
т 


Пользуясь для объемнаго расширешя обозначешемь 9, получимь вы- 
раженя для составляющихь напряженя въ такомъ вид (см. $ 17): 


ры АФН Эно; АЕ Энени 22 = АВ 


@.. р 
е.. | . 404) 
— — > 
ба — рев; 70 == реш; #2 5 в, 
Вотавияя эти значешя напряженй въ ура (103), получпыь для 
симметричной деформащи два ташя ур-я: 


0-ю 
и ... (105) 
у | 
6. Ц. Гизовен 13 
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Въ эти ур-я входять два неизвфетныхь перемфщенея # и 10, 

Исключая одно изъ этих неизвфетныхь, можно привести задалу къ 
рыпению одного дифференщальнаго ур-я четвортаго порядка *). 

При непосредственномь опредфлеи напряжешй выгодно въ дан- 
номъ случаВ воспользоваться фей напряжений. 

Оказывается, что порвымъ двумъ ур4ямъ системы (109) можно удо- 
влетворить, выражая всв составляющуя папражешя черезь одну ф-0 ф 
такимъ образомъ *), 


соотвфтетвующая, въ случа симметричной деформаля, операи 


р ё 9? 
НН 
р бро 
для прямоугольной системы координать ($ 37). 
Намь остается подобрать ф-№ ф такъ, чтобы были удовлетворены 
дифференщальтыя зависимости (40). 
Представимь эти зависимости въ цилиндрическихь координатах, 
Выфето составляющихь напряжения Х, и РТ, придется вотавить изъ 


выражешя черезъ та: 
—, ^ ^ о 
Х,— 19 60576 - 60 570, Г, = ог зйи 0-8 00970. 


Вь такомь случай! 


хате 
а 


) (= 203? 6 +86 зб? 9 = 


*) Си, №Пош, РЯ, Тлапа, т. 193 (1902 =). 
2) Этоть вп06обт, зведошя фи напряжевщй прлнядлежить А. Тюте, сы. Ре 
Ъасй 4ег ЕЮзЦзЯЬ отр, 817. 
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З а — . 
(5 — 1.8 9 52) (гг 08? 0 6 32° 6) 


— 2 508 20 (т — 8). 


ПромЪ того для симметричной деформалин имфемъ: (см. ф-ла ($) 5 87) 


й зн 
99 = оо т 99 а 0 


Ветавляя это въ первое изъ условй (40) и принимая во впимане, 
что ур-е должно быть удовлетворено при всякомъ углф (, вайдемъ: 


, : Ш : 
| тая)” ЕС -т 29 0 


9" г 0 02° 1-а 9 @ 
10 м м 1 190 ° 
( ти" 5) и г 7—1) тет 9 


Эти два ур-я замфпять намъ первыя два ур-4я системы (40). Третье 
ур-е той же системы останется при переход къ цилиндрическим коор- 
динатамъ безь измЪненя, 

Вмфето трехь послфднихь ур-: системы (40), заключающихь каса- 
тельныя напряжевя, будемъ имфть, въ случаз деформади симметричной 
относительно оси, одно ур-1е, которое легко можеть быть получено изъ 
Ур-4я четвертаго или пятаго системы (40). 

Принимая во внимале, что 
9:0 С: 


Ее = дна “98 у 


> й 
Х, == ге 6080, 


я па а эл 
ОО О А ИВ 
(5 р 5) 72 0088 


получаемъ изъ ур-я патаго 


ИРИНЕ 
а Е 
я 


Такой же’ результать мы бы получили и изъ урфя четвертаго си- 
стемы (40). Что касается ур-л шестого той же системы, то.оно въ раз- 


сматриваемомь случа всегда будеть удовлетворено, 
18% 
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Такимъ образомь дифференщальныя зависимости (40) въ случаь де- 
формащи симметричной относительно оси могуть быть представлены въ 


такомъ видъ; 


90 _ 


— м 1 
Рут ИИ 
 (”^ — 60) -+ Ее 


ты 1 
(^^ — = 
. 
$7 Ри 99 = 
1-5 02* 
1 99 


Ее д 
Вставляя въ эти ур4я выражешя для папряжешй (106), легко 6. 


димся, что вс они будутьзудовлетворепы, если только ф-я папряженй 9 
удовлетворлеть ур-йо: 


д 19 0д\ 10% 

дот 0 02} \07° 

Такимъ образомь реше задачь теоршг упругости въ случа сих- 
метричной деформащи можеть быть приводено къ интегрировапйо одного 


диффопенщальнаго ур-я (108} въ частныхь производныхь четвертаго 
порядка. При этомъ на поверхности должны быть удовлетворены ур-я (101). 


9 
02 


) = 790 =0. (108) 


$ 58. Деформащя кругового цилиндра: 


Въ качеств простйшаго примфра деформащи симметричной отноеи- 
тельпо оси раземотримт задачу о распредфлошя панряжен въ круго’ 
вомъ цилиидрЪ, на который дВйствують поверупоетиыя давлешя, рае 
предфленныя симметрично относительно оси цилиндра *), Въ такохь 
случа ф-я папряженйй должна удовлетворять ур-по (108), заданпыхь 
условямъ па боковой поверхпости и условямъ на концахъ цилиндра. 

Въ случай длиппыхъ цилиндровъ особенно существепио удовзетво- 
рить усломямъ па боковой поверхпости. Дия этой цёли выгодно восноль- 
зоваться рфшешемь урчя (108) въ видз тригопометраческаго ряда, 
Ттенше это, апалогичное рёшенйо для длинной прямоугольной полосы 


1) Вперпыо нопрост, о дерормащи кругового цилиидра поворхиостными спи 
быаъ равомотрымт Г. Росрранзнегомнь, ем, СтоНо’я Топний т. 81 (1876 г). Роефшить 
тог примфильть свое рычеше ть наольдоваио пасиба круглыхь стержной, п тоне 
хъ пвученйю продольпихь, поцеречныхь п прутпльнахь колебщий дазяндровь 
Рядъ задачь, связапиыхь оъ спыметричной деформащей кругаыхъ цизпедрогя 
раземотрьяь СИтое, сы, баштрий ео, РЫ, Туи, т. 14, 
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{$ 35), дасть возможность разыскать напряжешя прин любомъ симметрич- 
цомь распредфлеви нормальныхь и касательныхь напряженй по боковой 
поверхности цилиндра. 
Очевидно, что веякое ршене ур-1я: 


.. (4) 


будеть въ тоже время и рёшешемь ур-фя (108). Будемъ покать эти 
рьшешя въ такой форм: 


‚ па 


$ = Ват 7 = Вата, (0) 


гф В фАя только г, в $ длина цилиндра. Вотавляя (6) въ урче (а), 
получим» для опредфлевя В такое обыкновенное дифференщальное ур-: 


9В 1908 , 
тя АВ =0 ен * (6 
Интеграль этого ур4я будемъ искать въ вилф безконечнато ряда; 

В = на нам а... (9) 


Вставляя этоть рядъ въ ур-е (6) и приравнивая нулю коэффищенти 
при различныхь стеленяхъ 7, найдемъь слдующую зависимость между 
послВдовательными коэффищентами ряда (@): 

(21) а, — Ра == 0. 


СлЬдовалельно интеграль ур-Ёя (6) предетавится въ видф такого без- 
конечнаго ряда *): 


№ м. ч де ). 
24“... 


Заключенная въ скобки сумма безконечнаго ряда, представляеть собой 
извфстную ф-но Весселя нулевого порядка отъ мнимаго аргумента 1”, 
Мы въ дольнфишемъ будемь обозналать ее черезь „7, (и). Для этой 
фчи пыфются таблицы *), при помощи которыхь легко опредфляется зна- 


2) Мы ограничимся эдфеь зншь отимь нитеграломь ур-Ё (6), Второй иптогрьль 
того мо ур-я обращается ъъ безнонечноеть шрл ›==0, ево приходитея отбросжть, 
цогда имфемъ дьло со спяошнымь ‘дизиндромт. Изез6долане рышезй ур- типа <) 
можно найти въ инягахь А, В. Гогвуб, & томые оп в етоные1 ода отв и А, 
бтву м4 6, В. Мощезуз, г мевыае оп Веззе} ипомона. Призошеня рен я ур 
вида (6) их ряду звдечь тоорги упругости имфелся зъ отальё А, Е. Дпипииа. Ом. 
Изв, Донского полит. инот, 1918 г, 

2) См, Е, Завако цлё 1, Подь, Колкиопелеа тол пл Когллеа чай Кагул (1908 г.) 


тр. 130, 
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чеше фам для далнаго значеня №. Найдя интеграль ур-я (с), ны 
получаень рёшешя ур-я (4), а слЪдовательно и урчя (108) въ такомъ 


вид: р 
4; = @ 88 #8 Ло (т). 


Кромф рёшеши общихь съ ур-вуъ (а), ур-е (108) имфеть еще и 
друмя рёшевя, Одно изь этихъ рёшешй мы можемъ выразить черозь 


ф-пю Бесселя перваго порядка, связанную съ 7, (т) такимъ соотно- 
шенемъ: 


. 9/ (т) _ г ре в 
5, (№) = — ор 2815419622. 8 


Произведя надъь фей: 


рее и 
В, ал = (. Е " ) 


2112.06 


операщю 


мы получимь, какъ легко убфдиться, выражен!о: 
24? То (йт). 


Такъ какь о (и) представляеть с0б0й иитеграль ур-я (6), то, 
слвдовательно, А, будеть удовлетворять ур-№о; 


# 10 9, 198 
ея) к. ив, ы 


и мы моженъ второй интеграл ур-я (108) представить въ такомъ вид: 
фа — а, и йа (т) Л, (%). 
Окончательно примемь для ф-ш капряжешй выражен;е 
ф = эт № [вв Фо (йт) = а, (т), (т)].....- (®) 
Вставляя это въ выражешя для напряжен!й (106), получимъ 
тт = воз йа [ай (г) - а, Г, (#92 == вв йа [ар (®) вр, 6). 


Здфеь для краткости обозначены чюрезь Г, (*), .. (7) фи, выра 
жающяся черезь 7. (#7) п 7, (*). При помощи таблищь для фЙ 
Бесселя легко вычислить /; (7}.../, (9) для веякаго значеня г и опре 


В ты — В 
дВлитЬ соотвфтствующуя звачевя т и 72. Полагая наружный радусь 
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цилиндра равнымь а и вычисляя значешя { (@),.. 
для боковой поверхности цилиндра: 


(2) получихъ 


(дану, (а); (=) т" т 


{ид (в) + вл, @] 


(Ан = 


т. в. выбранная нами {-1я напряжений (г) побаиьь тому случаю, 
когда нормальныя напряжешя вдоль образующей цилиндра мёняются 
по закону 00 ""* и касательных по закону эт 27". Ивтенсивности кахъ 
тЪхь, такь и другихъ напряжеюй можно придать любое значеше надле- 
жащимъ выборомъ постоянныхь а, и @,, 
Полагая, напримфръ, 

дор, (@} а, (@) = А 

вор, (4) + г, (@) = 0, 
получимъ распредфлене напряже для того случая, когда по боковой 
поверхности цилиндра распредвлены лишь нормальныя напряжеюя ин- 
тенсивности. 


т 
В 


2, = А 608 


Такъ же точно можемь изучить дЗйстые на цилиндръ касательныхь 


усвый интенсивности 
Ита 


В 


Мвняя эт 2 ва и мы полузимъ для ур-я (108) рашене: 
== 603 ва [67, (в) -- в, (в) 7, @® 4... 


‘которому будеть соотвётотвовать распредёлене по боковой поверхности 
порнальныхь напряженй, измвнающихея по 


хе 
закону ат и касательныхь напраженй, мф- 
ха 


нающихея по закону. со "т. Наложешемъ р3- 
шенй вида (е}и (Г) мы сможемъ удовлетворить 
условямъ на поверхности цилиндра при любомъ 
симметричномъ распредфлени  поверхностныхь 
усилий. 

Въ ваключене приводимь результаты вычи- 
сленй  произведенныхь Е\от’омь "). для  ци- 
линдра, представленнаго на чертеж? (86). Ци- Черх. 86. 
линдръ растягивается касательными. усильямя, 
равном®рао распредфленными пб заштрихованной части боковой поверх- 


2) Сы, 1, М. @. Ецоа, РЫ|. Лева, т, 198 (1908 г.}, 


— 200 — 


ности. Особый иптересь представляеть распредфлене нормальныхь на- 


праженй 22 по различпымь поперечнымь сфчен!ямъ цилиндра. Отноше- 
ия этихь напряжен!й къ тому среднему растягивающему напряженйо, 
которое получается отъ дфленя полной растягивающей силы на пло- 
щадь нопоречнаго сфчешя, приведепы въ пижеслёдующей таблиц}: 


р += 04а | "= 06а | г=а 
о 0719 0,810 0,062 127 
005: 0700 0,788 0,987 1163 
0,10 0,52 0720 0,859 И 
015 054 0,637 0,787 2022 
020 0645 0,505 0,517 1,368 


Мы видимъ, что растягиваюция напряженя у поверхности цилиндра 
быстро падають во мёрф удалешя оть мфста приложешя билъ и при- 
ближаются къ средпему зпачешю растягивающихь напряжений, 


$ 59, Рышене задачи при помощи дёлыхь похиномовъ, 


Въ тёхъ случалхь, когда высота цилипдра мала по сразненшо съ 
его даметромъ и цилиндръ иметь, слЬдовательно, форму круглаго диска 
или пластинки '), ваиболфе существенпымь является удовлетвореле 
г условй па основашяхь цилипдра. При онредёлеши на- 


2 пряжевй въ такихъ случалхь выгодно пользоваться р%- 
я шешемъ ур-я (108) въ видВ ивлыхь полиномовъ. 

р А Преобразуемь предварптельто это ур-в, переходя оть 

я цилиндрическихь координать къ полярнымъ. При симме- 


"Черт. 87.  тричной доформащи намъ приходилось опредвлять вполо- 
жене точки въ какой либо меридопальной плоскости коор- 

динатами г и г, Бвсдемъ теперь повыя координаты, ращусь В и уголь $ 
(черт. 87). Въ такомъ случаь, на осповани ф-лъ (5) 8 37, будемъ имбты 


О 9 19 10 


д дя ое К ОВ" 
191 д 608 #0 9 
тв вр (дда" + В 88) 1 5. 


2) Дпоиомъ мы иввыраемь пепысой! цияпндрь въ томъ случай, обли при де- 
формещи сродинвап плоскость, перпендинулярная кь оси циянидра и дёлящая 
пополвыть ого длину, остается по искривлонвой. Въ тёжь случалжь, когда оредик-° 
пая плоскость вевысонаго цилипдра нокривляетоя, мы павовемь ототь цилнидрь 
пластинкой, 
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Лфвая часть ур-1я (108) можеть быть, слфдовательно, представлена, 
въ тапомь вядь: 


я 20 И де 
РУсвВвИ УВВ (др ви 9 `= 


РЕ 9 
в в -щ8 | = о..... (1089 


Разсмотримъ предварительно т# рёшеня урфя (108'), которыя въ 
то же время будуть и ршешями ур-я: 


. 
99.24 в шт) =0 и. (109) 


д ВВ РТ 
Частныя рфщен!я этого послёдияго ур-фя будемъ. искать въ форм: 
еее. @) 


тдё $, обозначаеть неизвфстную пока ф-но оть угла $. 
Зетавляя выражене (а) въ ур-ю (109), получим для ф, сяфдующее 
обыкновенное дифференщальное ур-1е; 


эр" г) яв 1$ =0.-...0) 
Ур-йе это преобразуемъ, введя ковую перемвниую 
р = 60$. 
Въ такомъ случа: 


24, 9. 24, го я 9. 
РУ р” 81 0; 0 = виг ф 3» ы 


и ур-е ($) можеть быть. представлено такъ: 


д 
О нае о... 


Полученное дифференщальное ур-е будемь интегрировать при по- 
мощи безконечныхь рядовъ'), Положимъ: 


фаре арм пар еее. (©) 
=) Подробное паоядовав!е этого урчя носящахо назва урчя Межелира, 


мояшо найти въ’ уро А. В. Еотзуй, А. Тгояа6 оп аНоголы а] вшаМова (1908 т.) 
етр, 155. Имфется толко яфмодий порбводь отой вншьи 1910 г. 
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Вставляя этотъ рядъ въ ур-е (110), получимь: 


в(в--1) (аи -- аду -н...) = (ии 1) — т, (т — Па 


5-т, (вы -- Гуа — и, (т, — Па... (а) 


Чтобы это равенство имфло мфсто при любомъ значения м, нужно 
допустить слёдующую зависимость между показателями и, т... 


= — 2; М, =, —2;.,. 


т, е. ряд (6) располагается по нисходящимъ стеленямь буквы 
Перенося всф члены равенства (4) въ одну сторону и приравнивая 
нулю коэффищенть пря р”, опредфлимь показатель и, изъ ур-1я: 


в фм (= — т) (ип =0. (111) 
Похучаемь два рышеня: 
и =в и т =- (в+ 1. 
Задвсь разсмотримъ случай, соотвтствующий первому р®щенно, когда 


9 = И, = — 2, ИИ, = 


—%... 


Значекя козффащентовь 4», 4з;,. вВЪ ряд» (2) получимь изъ (0), 
сравнивая козффищенты при разлачныхь степеняхъ р. 
Въ такомь суча для р” получим: 


# (ин т)а, == (т,-- м2) (ии — 2-3) а— (в, — 27-4) (т, —2г-+3) а, 


При чи. == зависимость между двумя поснфдовательными коэффи- 
Щентами ряда (с) опредёлится ф-ой 


(вп— 21-4) в — 2-5 3) 


а 2—1 88) “=! 
и рышеше (а) представится въ такомъ вид: 
он (1) а ® (#1) (#2) (3) „_ . 
$. =48 (- 2—0) т 5.49 №" ...}: 


Принаиая во ‘вниман что 


= 603$, Вже в Ви 
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и полагая  равнымъ 0, 1,2, 3,... Получимъ рядъ рашенй! ур-я (109) 
въ видф такихь пълыхь полиномовъ: 


1,. 
$ = 4 Ф: = 415; 9 = 4, [ —5 г} 


. (12 


р 


== 4; [. — ('--2) 2] =, В — та (ин) в (2--г”) 
10 18 
= Аз [| 57 (ин 25 (на) ‘а 


Кром талихь рфшенй, общихъ для ур-й (108) и (109), мы мо- 
жемъь получить сколько угодно рёшенй ур-я (108)', не удовлетворяю- 
шихъ ур-ю (109). Если А"ф, представляеть собой рБшене ур-я (109), 
то легко показать что выражен!е 1*"4, будеть рёшешемъ ур-й (108)! 
Въ самомь дЪлЪ, производя надъ этимъ выражешемт опера, указан- 
ную въ лёвой части ур-фя (109), мы найдем; 


я ао т , 
[ее + 6] В, 528+ 8) ВФ. 


Производн ту же операцию еще одинъ разъ, какь то требуется 
ур-чемъ (108)', мы въ результат получимь очевидно нуль, слёдовательно 
В], представляеть собой рёшеше урая (108) и мы изъ полиномовъ 
(112) можемъ получить рядъ новыхь рАшен!й путемъ умножения на (=2-+2^). 

"Такимъ образомь находимь рВшея: 


а = В, (2), 9, = Ва (9 -н 2"); в, == В, (2 — п) (№ 7); 
фь == Вь (28° — 38) (+2)... ... (113) 


Комбинируя рЬшевя (112) и (113) можно разрфшить рядъ задачь, 
имфющихь техническое значене. 


$ 60. Изтабъ круглой плаетинки. 


Изгибъ круглой пластинки нагрузкой, распредбиенной симметрично 
относительно центра, изолёдують обыкновенно въ элементарныхь вур- 
сахъ сопротивлешя матераловъ '). При этомъ для упрощеня р®шея 
предполагають, что каждый линейный элементь пластинки церпендику- 
лярный къ срединной плоскости остается при деформаи прямымъ и 
устанавливается нормально къ искривленной срединной поверхности пла- 

<, @тинки, Нормальными напряжениями 2,, дёйствующими по площедкамь 


1) Ом. Журоь сопрогияяевя мылералоть, изд, П, стр, 869. 
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параллельнымь срединной плоскости, въ элементарной твори изгиба 
пластинокь пренебрегаютъ. 

Пря помощи рёшешй (112) п (113) мы можемъ провфрить резуль- 
таты, получаемые элемептернымь путемъ. 

ели мы для ф-ш напряжеюй воспользуемся полиномами третьей 


стенени п положиомъ: 
фо == в (24°. — 8774) + 6, (77а 2), 


то ф-лы (106) дадуть намъ для напряжеий слёдуюпия выражения: 


78 = ва, + (109 —2) В; 6 = ба, -+- (106 — 2) 8; 
г 12а, + (14 — 109) 65 72 ==0.....(118 


Мы получаемъ, такимъ образомъ, случай однороднаго напряженнаго со- 
стояня. Подбирая надлежащимъ образомъ зиачешя произвольпыхь по- 
стоянныхь а, #6, мы можомь найти распредфлене напряжешй въ 
хол 
кругломь дпекЪ, для котораго заданы постоялпыя значеня 14 и т” на 


поверхности. 
Возьмемъ теперь ф-1ю напряженй въ видф полинома четвертой сте- 


пени и положимъ: 
ф = а, (82 — 24а 31%) в (22% -- тв — +), 
Ветавляя это въ ф-лы (106), найдемъ для напряжешй тая выра- 
женя: 
тк = 9бана + 4 (148 —- 1 и в == —- 199-46 (16 — Мда 
78 = 9баии + В (289 — 32)... .... (118) 


Подберемъ произвольныя постояипыя такъ, чтобы было удовлетворено 
условие; 


Эба, +- 8, (289 — 32) == 0. 


ря 
Въ такомъ случаф напряжешя уё и 22 обратятся въ нуль для всЪхъ 


— 
точекь пластинки. Напряжешя ут являются линейной ф-1ей оть д и пред- 
ставятся такой ф-ой: 


^ 
7т = 285, (1+ 6) &. 


Отгечитывая 2 отъ срединпой плоскости пластинки, мы придемъ къ рас- 
предфленио напряженй въ случа» чистаго изгиба пластинки, моментами 
равномфрно распредфленными по контуру. Результать этотъ совершенно 
совпадаетъ съ элемептарнымъ рёщенемъ. 
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Разсмотримъ теперь изгибъ круглой пластинки равномёрно распре- 
двленной патрузкой. Для этого воспользуемся {ф-1ей напражешй въ виду 
полипома щестой степени. Соетавляя эту {-п0 выше указаннымь спосо- 
бомъ (5 59), получимъ: 


Ф = г (1628 — 120г^“р? -- 90а — рб) + 
= 2. (82° — 1624? — За -- 31). 


Вславляя это значеше ф-и напряже въ ф-лы (106), найдемь для 
папряженй таыя выраженя: 
7 == а, (390:* — 720%") -р & [38 (4 +- 29а) 2 
+ (604 —48. 22 в)" 
22 == а, (— 6402* -- 96012) +8, [— 960 = . @16) 
32.22. (2—5) 2 ч- [384 — 48. 22 (2 — в) 47} 
72 = а, (960 — 24053) +В, [(— 672 48.99. в) 
3- (439 — 12. 22а) 
Предположимъ, что 2 отсчитывается отъ 


средиппой плоскости пластинки, толщина пла- 
стинки равна. 2е (черт. 88} и наружйый ра- 


а. 


Дусь ‘равень 4. Въ такомъ случаф на, верх- т 
ней и нижней поверхности должны быть удо- а 
влетворены талыя услов: Черт. 88. 

52 = 0 при # с 

— 

г =0 при ё = —с иене, (9) 

— 

вг = —р при 2 == -с 


Чтобы удовяетворить всфмъ этимъ усломямь ми присоединимь къ 
рёшенямъ (116) еще слфдующуя значения папряжешй, получаемыя изъ 
(14) и (115): 


Эбле 
д . 
да —= — 199.2 на 
98 = Эба.т. 


Ветавляя выражешя для напряжеюй въ услов!я (а), получниь для 
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опредёленя четырсхь произвольныхь постоянныхь четыре слфдующя 
ур-я: 


240, + (482 — 12.228) &, =0 
(960%, — 8, (672 —48.22. в)] с? + 96а, =0 
{-- 640% +4, [-- 960+ 32. 22 (2 — в] 0* — 199ам + а-=-—р 
{— 6408, -= 8, [-— 960 +- 32. 22 (2 —)]} с° — 192,6 — а==0, 


Отсюда получаемъ тая значеня произвольныхь постоянных: 


в. И 
и ен. ма; 
«= 208-19, 
‘ _4Ю., 4.8 


Нанряжен!я представятся такими ф-ами: 


> _ 2-94 33-0)” 34 

т -Р ига но 

— 2 за 1 

п ‚от 
= ея) 


> 

Замфтимь, что распредзлене напряженй 22 п 72 по толщин пла- 
тинки такое же, какъ и для прямоугольной полосы, изгибаемой равно- 
мфрпой нагрузкой (см. 60, 8 34). 


Что касается радальныхь напряженй 9Р, то они представляются 
нечетной фей оть #. Соотвтетвующия имъ усишя приводятся къ изги- 
бающимъ моментамъ, равном#рно распредфленнымь по контуру пластинки, 
. Чтобы получить изгибъ. пластинки съ опертымь краемъ, нужно къ 
напряжешямъ (117) присоединить напряженя чистаго изгиба: 


б 

иг == 28 (1+ а) ба (+ (5) 
и опредфлить произвольную постоянную $ такъ, чтобы было удовлетво- 
рено услове: 


Даа =0 
Е 
пра г =а. 


Вотавляя выбето уг ого зпаченю и выполняя интегрироване, полу- 
чИмМЪ: 
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Окончательно ращальныя напряженя для пластинки съ опертыми 
кралии представятся такой ф-ой '); 


[ 29. # #3 2-а Я 8] 
85 — ЕР [№ 


Элементарная теоря для тЬхь же напряжешй даеть значене: 
В 


ЕТ. 
32 


— 
2 

ТТ) -. 

(= с 


Въ чхь случаяхь когда радтусь пластипкн великь по сравненно съ 
ея толщиной ‘разница между точнымь и приближенвымь рфшеными 
ничтожна и мы можемъ пользовалься приближенными ф-ами. 

Наложенемъ напряжевй (0), соотвфтетвующихь чистому изгибу, мы 
устранили изгибаюнщие моменты, распредфленныя по контуру пластинки и 
воотвтезвующе рфшенюо (117), но при этомъ мы не уничтожили радаль- 


ныхъ напряженй 5. Контуръ пластинки не свободенъ отъ нормальныхь 
напряженй, но эти папряженя таковы, что соотвфтотвующая имъ равно- 
дьйствующая сила и равнодфйствующая пара, приходяцяся па каждый 
элементь дуги контура, обращается въ пуль. Въ такомь случа на осно- 
ванши привципа $. УвпапрРа заключаемъ, что оставтияся на контур% нор- 
мальныя усимя могуть оказывать замфтное вляЕе па величину напря- 
жен лишь въ точкахь близкихь контуру, 

ЗамВтимъ еще, что полученныя выше рёшешя для круглой пластинки 
будуть справедливы лишь въ томъ случаф, если перемфщен!я (прогибы 
пластинки) малы по сравненио съ ея толщиной *). Въ противномь слу- 
ча% даже при чистомъ изгиб пластинки парами силь, равномфрно рас- 


+) Точное рышеше задачи объ нагябь вругпо пластинка, несущей ралномр. 
иую нагрузку, попучено А, И, Гоуе, си. решен ег емаыаНЫИв отр. 500. А. Г, Теуе 
примфняль въ этой задач премь т. Н. МлевеШя ом. оп@, Май». Вос. .Ргое, т, 81 
(1900 г.); Рядъ задач, отпосящихся ль пагибу кругиой пявоттави сплошвой м съ 
отверомщемъ въ центр имфетсл въ работь А, Норобопы` «Деформалуи, пифюния 
о6ь слишетр!п» Изв, Ейев. Пол. Инет. 1918 г. ерко видьть, что повышая степень 
полвномовь, можно получить цёлый рядъ рыпемй дия’ симмотричнего изгиба 
пруглой пзастнизи. , 

2) Сы. Майлге] РЕПоворну, Ъу Ъог@ Ка т, 1 стр, 171 (1908°г.), 
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предфненными по коазтуру, средианая поверхпость пластипки испыты- 
вавть растяжешя или сжатл, зависящия оть г и оть величины прогиба, 


$ 61. 0 напряжешялхь въ быстро вращающихел диокахъ, 


При заомоптарномъ рышеши этой задачи иоходитт, изъ того предположеши, 
что папревошя по толщии диска не мфилютея, Мля получещя точваго рев 
иеобхадимо предварительно состанить диффороищельный ур-М раввошьи и диф- 
фероящальный зависимости мелиу состммяющими паиришешя въ томъ иредполо- 
женить, что па нышдую едишииу объема пращающагосл диска дёйствуеть въ ра- 
дальномь паправлоши объомшал опла ре®; гдъ р—маеса едпишцы обхома п 
ш — углоная скорость вращеп диска, . 

Изт урчй равновфойя (109) памъ придется пзыфиить лап порвое урча, полу- 
ченной какт, результать проэцтироващи вефхъ дёЙстнующихь па элемойть съль на. 
радтальпое напрапяон:е. 

Приииыи 10 плизцицю радшльпую объомную сязу, продотавилиь пужный памъ 
ур-чя равновмия нъ таком вил 


еее, 9 


Шри состаилент диффервищельныхь зависимостей прпдотся походить пе паъ 
Ув- (40), поторции мы пользоволияь рашышо (5 57), а паъ общихь ур-# (88). При- 
иимон ро внима, Что №5 ризоматринавмовь случав: 


Х=а. 


У=ейи 


п пользуись прообразовинями параер! 
ный запиенмостии 


. (.-. (89 


рт. 1 0 
а 


ло вапряжешН въ быстро пращающемея дпекь сводится къ разыска- 
ийо рышоны ур-+й (119), удоилеуворюющаго диффереплльнымь завиенмостязь (120) 


п условимт, па поверхности диска, Если из диску но приложено инкадвхь понорх- 
ностинхть спль, те, слфдомиельшо поприисыя Я”, 22 и 72 ип наружвой ловорхио- 


сти должин обращаться пъ нуль, 

Разыскашю уЯчиошя разобъемь по див части. Соачала паНдомь каков-инбо 
аетпов рнешо ур- (М9), удозлетиоряющое заппсимостямъ (190). Напряжовя 
соотифхотпующи этому решенйо, но будуть, пообще говори, удовпетнорить усло- 
щимь па поверхиости, Чтобы удовлетворить этваз, углонимь, мы мозжем, присовдие 
илть в найдошпому рышешио екозьно угодно ром? вида (119) или (113). 
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Розультать такого налощешя риа очевидно пудоть удовлетиорять ур/ямъ 
(49 х (120) п ри недиожмцемь пыборК пропввольныхь поетоянныхь в» ро. 
пхь типа (112) м (118) могуть быть выполионы и зодапими условий из понодхиоело, 

Чаотное уёшешо урчИ (110) будемь разыскивать сабдующимь образонт. По- 
пожныте 


=в"ч+ ри, ад 0+ 


ие + (@) 
Въ таномъ случа пторое изъ Ур- (119) и третье ур4о системы (120) будуть 
удовлотворепьт, Остальными четырьчя ур-фнми поспользуомел дли опродфуейя ло- 
столнцыхь А,,. ‚2. Воливлня рощи (6) въ ур-ииг (119) и 


30), нолучныз: 


Эро 


, 2 
ВЗР 3% -0+ мВ о=- 


В» + (В — бу-- рой =0: 
Эту ур-чымь мы удовлетвориы», положит, 


А — 6 сор. 29) (-+ 9) 
5; 9=6 —- 


т ттва-я = 


Частный рышоши (а) перепитутся танъ: 


дов, радио, д ро? 4-80) 
"= о щи ь 
.. (1: 
пая ыы 
. = био) —^ 


Полученными честными рыпонями можно воспользоваться при опредфиени 
напряженй, вознинающих» при вращени около пеподвижной оси тВли пюбой 
формы. При опредёлеши папряжени въ круглом» дно мы къ частициь рфие- 
иртьь (191) присоедииних рылохйя типовъ (119) и (113). боотофаютвующая {я нае 
пряжок:й пыфоть форму полинома пятой стенопл, 

Положим 

== 4 (В — 40 - Ша) + (2 — 


— 3). 


Ф-лы (106) дадуть намъ дая папряжен! тая вырыкель 


Я=- 180? — 94029) --5, (86 — 649) + (1 -н 189) я] 
22 — (240%? 4808) > &. (96 — 1089) 2 ++ (— 109-- 54)" 
| 2 =: 480арта 6, (1080 — 96) тд. 


Подбирдя произвольный постохнный тацъ; чтобы было удовлетворено, урче 


: 4804, — 96%, -- 108< В; 720, 
Попучнмь нопрямедия 


пара о и; #8 ==0. 


з) 


=264Ь, я 


Эго рышезе положиьгь на рышонв (191) подберем’. произпольную хосхоив“ 


ную 5; тань, чтобы напряженя #2 обращелнсь. въ вулё. Дия ` того нообходимо 
Удовлетворить ‘ур-но: , Е 
а РО о, 


6..1. имовении, я 


изъ котораго получаемы 


Ви ролультть одожешя получаемь дая ралальныхь паиряжошй ф-лу: 


2 зГ 99 =, 
т [На 8 


Иогко пидфть что полученное раепродфленю радальныхь напряженй: приво- 
дить нас въ рЬшоно задачи о наприжошяхь нъ быстро вращающемея дискь 
при дбйютыя но коитуру сжимающихь усплй. Мы можемъ устранить эти увиша 
путемь палотон па нашо рылоё!е равномфрнаго растяжения. Чтобы удовлетво- 
рить па контурь услонио: - 


в аи 9 
д В+ ему 51 


Оноачательно для папряжогй получикиь ф-пы: 


вия в 


#1] 
3 4..8) 
ь ры 2 189 и. +9) 


8 Го) | 


Въ приблеквипомь рышонйг 970 видали отоутотвують члены, ннбюще мно. 
этитоломт, рыраженю (<? — 82). Для диецовь, у которыхь толщина мала по еравие- 
по въ радтуеомъ, эти добавочные члены ше имфоть впкакого практичоскаго 
зпачоши, 


$ 62. 0 напряжемяхь, вызываеннхь въ упругой оредб вовредоточен- 
ной олшой. 

При рьшеши соотвЬтствующей плоской задачи мы видфли, что на- 
пряжеяйя въ точ приложеня сосредоточенной силы Р обращаются въ 
безкокечность. По мфрф удалевя оть мфста дйстЫя силы напряжены 
убывалть обратно пропоршонально разстояньо х, Въ случаф неотрави- 
чеппой упругой среды въ точкф приложеня сосредоточенной силы Р 
папряженя также ображеются въ безконечность и чтобы имфть право 
примфилть ур-4я теорли упругости, нужно представить себф точку при- 
ложеня силы выдфлепной поверхностью сферы малаго радгуса, Усишя, 
распредфленныя по этой поверхности, должны быть эквивалентны сил Р 
и тажъ какъ поверхность сферы растеть пропоршонально квадрату ра- 
Жуса, то напряжешя должны убывать обратпо пропоршюнально хвад- 
рату радууса. 

Для ‘разыскашя напряжешй обратимся къ урчянь (108) и (110), 


фо — 


До сихъ поръ мы пользовались лишь ами рфшешями урая (110), дяя 
которыхь попазатель стоиепи старшаго члена равент, я (см. ур. 111). 
Другую сершо рышешй мы получимъ, полагая этотъ показатель рапнымъ 
— (№ + 1). Рьшеше ур-я (110) представияся въ такомь случай въ сл1- 
дующемь вид: 


а + 


И 


. получаемь для ф-ш папря- 


Полагая # равнымь —1, — 
жешй выраженя: 


Умпожая эти выражешя на (^°-- 2“), получаемь еще рядь ршешй 


ур-м (108)! 
1 

. 5. й 

ФИ (0-7); 3, = —_й =; 


ен а)* 


и... (120) 


Каждая изъ полученныхь такимь путемь ф-Й напряжеюй опредБ- 
ляеть собой ифкоторее распредёлене папряжешй, возможное въ упру- 
гой средБ. Разсмотримь простЬйшео изъ получеппыхь выше рёшенй, 
именио положим: 

: 
= 2)". 

Всетавляя это значеше ф-м папряжешй въ ф-лы (106), получимъ для 

лапряжешй значе я: 


и Зе 
5. 
о 
з 
2 = р 29). Я 
м 28 21.21). 
_ ы *7 ° 3 .) . (125) 
та. == [ ИЕН 
и) оби) 
®— $1 — 28) 
(2-2) 


Легко показать, что эти напряженя соотвЪтотвують дВйотвно восре- 
доточенной силы, приложениой въ началь координат и направленной 
по оби 2. Для отого выдфлимъ изъ неограниченной среды начало коор- 
динать при номощи сферы и разсмотримъ усишя, дФйствующия по по- 
верхности этой сфоры. Составляющая этихъ усилий, изфющая лаправле- 
ще оси 2 представится па основаши (101) таиъ: 


2 608 (ти) -- 22 608 (20), 


р. = 
Принимая во внимале равенства: 


608 (тг) = 


Усиля р,, дВйствующёя на поверхность выдфлепной сферы, имфють 
везд® направлен! противоположное оби 2 и ихъ можно привести къ одпой 
равнод®йствующей, равпой: 


416 А+ 2). 
А+ 


‚2, 856 (1 — 8} 


Что хасается уси р, то они очевидно представляють систему вва- 
имно уравновфшивающиуся силъ. Олёдовательно найденное выще распре- 
дЬлеше напряжешй (126), дфйствительно, соотв®тствуеть сосредоточепной 
сил, направленной вдоль оси 2 и приложенной въ началь координать. 
Произвольная постояннал Ф опредфлится азъ условия: 


486 А+ 2) 
ХЕ 


Рин, 096) 


Замфтиыь, что по пхоскости 2 ==0 нормальныя иапряженя па оспо- 

. (1 
ваши (125) обращаются въ ПУЛЬ, что. ще касается напряжений 72, то оия 
предотавятся ф-лой: 


6 
Ань. 


1-35) 


(.:. 9) 


== 218 — 


$ 63. 0 хапряжешяхь въ отёнкахъ оферическаго сосуда при равяомр- 
номъ наружномъ и внутреннемь давлени, 


Комбипируя рётешя вида (125), относящяся къ случаю дфистия 
на неограниченную упругую среду сосредоточенной силы, мы можемъ 
получить рядъ повыхъ рис, инфющихь большое практическое зна- 
чеше. Начнемъь съ опредфлешя папряженй, возпи- 
хающихтъ въ упругой сред? при дфйстйн двухъ рав- 
ныхь взаимиопротивоположныхь снлъ ФР, дБИствую- я 
щихь но оси 2 черт. (89). Разстояше между точками Р- 3 
приложешыя этихь силь будемъ считать малымь и 060- р 
значимъ его перезь 2. Сила Р, приложенная въ нпа- 


чадф коордипоть, высзываеть папряжешя, опредфляомыя [Я и 
ф-ами (125). При помощи тёхъ же ф-лъ можно пайти | 

также папряжешя, вызываемыя второй силой Р, при- 2 
ложенной въ точкё 4. Такъ какъ эта вторая сила “Торт. 89, 


имфетъ иротивоположпое паправлеше, то въ ф-ахъ (125) 

необходимо измфиить знакъ папряженй. Кром того пужио припять во 
внимаше неромфщене точки приложешя силы и измфпить соотвтственяо 
значеше координаты 2, давая ей приращеню 2. Въ такомъ елучаВ при 
одновременномъ дЬйстви силь Р иапряжешя опредфлятея ф-ами: 


же м [а 95) 

г 9 [1—2 

гг = о | 23) (128) 
с д 

т = Ш & | (1 — 29) 


Пайдемь каковы будуть въ разсматриваемомъ случа пормальныя па- 
пряжешя р, по поверхности сферы, имфющей своимъ центромъ пачало 
координать. На осповаюи ф-лы (6) получаемъ для этихъ напряжешй зяа- 
чение: — > ^ 
ь == 7" 609 70 -+ #2 609? 20 + 27а 08 #0 608 2%. 

м м . 

Вставляя вывото папряженй 7%, 22 и 72 ихъ значешя (128} и при- 

нимал во внимоще что 


60878 = 


682% = 


— 214 — 


нзйдемъ послф простыхъ преобразован: 
2+ °) а. и 


(а з 

Представимъ себф теперь, что кромв силъ Р, дБйствующихъ по осп г, 
пыфются совершенно тая же и также расположенныя силы па 
и па оси, перпендикулярной къ плоскости #ё и 
проходящей черезь начало координат, 

Мы будемъ имфть въ пачалф координать три 
нары ирямопротнвоположныхь и равныхъ силь, 
дЪйствующихь по тремъ взаимноперпендикуляр- 
нымь направленямъ. Такъ какъ напряженя, вы- 
зываемыя каждыми двумя такими силами, распре- 
дВляются симметрично относительно лиши дЁй- 
ствя силъ, то при наличности одинаковыхь силь 
въ трехъ взапмпоперпендикулярныхь направле- 
няхъ, мы очевидно получимъ распредфлене па- 
пражей симметричное отпосительно начала координать. Напряжешя 
будуть зависёть лишь оть разстояйй до этой точки. По поверхности 
сферы, имфющей своимъ цоптромъ пачало координатъ, въ силу симметрии, 
будуть дуйствоваль лишь равпомфрпо распредёлеппыя нормальныя на- 
пряженя. Величипа этихъ напряженй легко можеть быть найдена при 
помощи ф-лы (129), 

Чтобы получить нормальныя напряженя, вызываемыя на поверхности 
сферы по площадкамъь перпендикулярнымь плоскости 72 силами, дЪй- 
ствующими по оси г, нужно только въ ф-лЬ (129) ноставить выфсто $ 


—_м|- (129) 


р, 


величину 5 — 0. Полагая въ той же ф-л 0 равкымъ 5, найдемъ 
нормальныя панряжен!я, соотвфтствующия силамъ, перпепдикуляриымъ 
плоскости 72. Суммируя полученныя такимъ пузтемъ значешя пормаль- 
пыхъ напряжетй, получим въ результат равпомфрное распредёлеше 
пормальныхь попряжешй по поверхности сферы, имфющей своимь цен- 
тромъ начало коордипатъ. Зпачене этихъ напряжешй будеть слёдующее; 


р... 089) 
(+ г О-ьЕ 


гдВ Н— ражусь сферы, 

Пользуясь этимъ результатомъ, легко рёщить задачу о распредфлени 
напряжен!Й въ стёнкВ сферическаго сосуда, подвергающагося дЪйствйо 
равномфрнаго наружнаго и внутренняго давленй. Пусть А, и А, 0б0- 
зпачаютъ радусы наружной и внутренней поверхностей сосуда (черт. 90), - 


— 25 — 


ар, н, соотвётетвуюния пормальныя давлошя. Нахожимь на рышеше 
(130) равномфрпое растяжешо и в полученномъ тавимъ путомъ общемь 


пеши 
А 
рев в...., иене * @) 


Подберемъ ироизвольныя ностолниыя 4 и В такъ, чтобы были удо- 
влетворены условл па наружной и внутренней новерхпости. Получаемъ 
ур-я: 

А 

+В Е-р 

А, ы 

Е 


де В=-Р 


откуда 
— В — Ви 
ВВ 


ие р 


Рушоше («) представится въ такомь вид: 


> № А В? В 
Ба Ва: В В, 


... (181) 


о 


Кром этихъ папряженй въ стЁнкВ сосуда появятся нормальныя на- 
пряжегшя 28 по площадкамь, совпадающимь съ меридюнальными плоско- 
стями. Величина этихъ напряженй проще всего найдется изъ усломя 
равиовз я элемента (черт, 90), выдфленнаго изъ стёики посредствомь сфе- 
рическихь поверхностей радтусовь В и А 4 В и кругового конуса съ 
безконечно малымъ угломъ 46 при вершнн®. Проэктируя всф прияожен- 
пыя къ поверхности элементы силы па радтальное паправлеше, получимь 
ур-1е: 


р ав (88) % = ав (+в =Р ав (28, 


откуда 
В 


[7 
№ —-о8' 5 ТР 
или вставляя выфсто р его значеше (131), получаемъ: 


2, В 2+ В р, В? ЗВ Вл 
22 № ВВ 2 № ЕВ, ` 


(132) 


Получеиныя ф-лы (181) и (132) вполнё рыпають вопросъ о напря- 
жешяхь въ стЬнкВ сферическаго сосуда, подвергающагося дфйствно рав- 
номфрнаго внутренняго и наружнаго давленй. 


ан — 


$ 64. Задача Бусонне, 


Подь этимъ палвашомь извфстиа задала о распредфлоши панряженй, 
возпикающихь въ упругой средф, ограниченной плоскостью, при дЪйства 
сосредоточениой силы, приложенпой въ какой-либо точкБ ограпичинаю- 
щей плоскости и паправлеппой пормально къ этой плоскости '). При 
рЫшенш этой задали воспользуемся результатами, нолучеппыми для 
случая дЪйстыя сосредоточенной силы на неограниченную упругую среду. 

Располагаемь начало коордипать въ точкЗ приложеня силы и на- 
правляемъ ось г перпендикулярно ограпичивающей плоскости впутрь 
упругой среды (черт. 91), Распредёлеше напряжен!й, опредфляемое ф-лыи 
(125), соотвтствуеть, какъ мы видфли, сосредоточенпой сил, приложе- 
ной въ начал координать, п касатольпымь усилямъ, распредфлепнымъ 
по ограначивающей поверхности и мымлощимся по закопу: 


Аля получешя рЪпеня задачи Бубсипе необходимо устравить эти 
касательныя напряжешя. Воспользуемся для этой дли рыценемь пре- 
дыдущаго. параграфа: 


Р=ж = 


Въ такомь случа 


три "ф рр 
2 А 

ее роз" р = 
Я=1 ; ЗА 
те = д (р — 2 8 = 5 ие 
д тд 

= 


=. 


Эти напражешя соотвФтотвують наличности въ начал координать 
пфкотораго ценира давленёя, въ которомь по каждой изъ трехъ взаимио 
перпендикулярпыхь осей дайствують по двф равныхь и прямопротавото- 
ложныхь силы. Предположимь теперь, чт0 въ неогравиченной упругой 


3) Зодачь от было рышона 7. Воцяе[лоза, См, АррисаНол 498 ровеле1а & 16049 
ае Пёдийке её фа шопуешевб 468 воНфев ояеиея, Рама (1895 т), 


— 27 — 


сред центры давленя равпомёрно распредЪлепы вдоль отрицательнаго 
нанравлен!я оси 2. Въ таком случаф напряжешня представятся ф-ами: 


| (133) 


} 
По плоскости г = 0 нормальпыя папряженя обращаютея въ нуль, 
а касательныя напряжоня мВняются по такому закону: 


— А 
(пеню = Эа 


теперь видно, что суммпроваемь рёшешй (133) и (125} мы при надие- 
жащемъ выборв произвольлыхь постоянпыхь А и 2 можемъ получить 
рыпеше задачи Буссине, Чтобы освободить ограничивающую плоскость 
оть касательныхь усишй, соотвфтствующихь рёшеншю (125), нужпо въ 
рётенй: (133) положить: 
А = 28 (1 — 25). 
Тогда при сложенш зтпхъ рёшеши напряжен:я представятся такими 


ф-ами: 
ра — 9 — ) 
> ‚_ @ а „1 
я пе-ча) * 
.. (134) 
1 Ы . 
я — 2 
Н 


— 81; — 


Произвольную постоянную ? нужпо выбраль такимъ образомь, чтобы 
напражешя (134) соотаЪтствовали заданной силь Р, приложенной вь 
халаль координать и паправлеппой но оси 2. Для этого выдёлим, па 
чало координить сферической поверхностью и разсмотрямъ усиля, при- 
ложенныя по этой поверхности и дБйствующя на выдфленпый элемент. 
Соетавляющая этихъ усилИ, пыфющая паправлеге оси 2, опредлится 
так: 


д — 392 
1. == 78 0х (10) -1- #2 608 (25} = — [С а 


Чтобы усищя р, уравновпивали силу Р, приложенную въ назаль коор- 
динать, нужпо положить 


откуда: . 


Окончательно нанряжетя, вызываемыя силой Р въ упругой средь, 
ограниченной плоскостью, представятся такъ: 


—_ р 1 

уг | (1—9) ( = = 
ия 

^ з3Р 2 


а мини. 


. (1341) 


По какой либо площадкв же (черт, 91), параллельной ограничивао- 
щей плоскости, будуть дйствовать нормальныя напряжен!я 22 и каса- 


тельныя напряженя 2. Отпошеще этихь папряжен, какъ легко ви- 
дьть изъ ф-ль (134'), равно 2:7. Сяфдовательо полное напряжеше по 
той же площадкВ имфеть направлен!е соотвётствующаго радтуса вектора, 
проведепнаго изъ начала координать. Величина полнаго напряжетя 
равпа: 

ЗР 2? ЗР 008$ 

Эт и ата), 


— 219 — 


Гели представить себф шаровую поверхность, касательную къ огра- 
пичивающей плоскости въ точкё О и проходящую черезъ точку, с0- 
отвфтствующую площадкф ия, то для мобой 
точки этой поверхности будемъ имть: 


м 2 = Фо ф, 


ть 4-—-мометрь проводепной сферической по- 
верхпости. 

Слфдовательно, полное напряжене по го- 
ризонтальной илощадиф, проходящей черозъ 
любую точку указашюй сферической поверх- Зорт. 91. 
ности, имфеть постоянное значешще, равное: у 


ЗР 1 
ЗЕ" 


Зайыемся теперь вопросомё о перемфщешяхь въ разсматриваемомъ 
случа. На осповати ф-лъ (103) имфемъ 


иен. = [9 —а(9^ +. #2]. 


Вставляя выфето 08, ги ге найденныя выше ‘выражешя, получимъ: 


р Р г.2 в Ы 
п. 8 АВ т т |.. (135 
Ч тр [5 А кая и 38) 


Для опредфлешя перемфщеня № изъ тхъ же ф-ль (103) имфемъ 


— (7+) 


Ветавляя вмфсто напряжешй и перемфщогя # найденныя выше зна- 
чешя, получимъ 


9% ТР Г эй _ [8+8 (1— я] 


Е 5 5 
ы 2" (т 2) {7-21 


— 390 — 
Откуда, выполняя питегрирован!ю, паходиыъ 


_ р Е 
= [ 4: 00) 


Въ даль йшемъ намъ понадобятся выражешя для перемфщенй то- 
«къ ограпичивающей плоскости. Полагая въ ф-ахъ (135) и (136) 2 рав- 
пымъ нулю, найдемь для этихъ порембщен тая вырожев!я: 


он == 
-.. (97) 


> ать Ань 


Замфтимь, что произведен!о %" для точекь ограничивающей поверх- 
ности остается постоявнымъ, слбдовательно въ сфчевяхь этой, поверхно- 
сти плоскостями, проходящими черезъ ось 2, будемъ получать гиперболы, 
для которыхь ^ и 2 являются асспыптотами, Въ началь координать пе- 
ремфщетя обращаются въ безкопечность. Здёсь при дфйстми соередото- 
ченпой силы получаются остающуияся деформащи и наши выводы, полу- 
чюенные для идеально упругаго тВла, не примфнимы. При вычиелени 
перем щен: нужно представить себВ часть матерьяла у точки приложе- 
я силы выдфлеппой посредствомъ сферической поверхности такого ра- 
дуса, чтобы напряжешя въ точжахь этой поверхности не превосходили 
предфла упругости. 

Результаты, полученные выше для случая дЪйствия одной сосредото- 
чепной силы, легко примВнить къ рёшеню болфе общей задачи, когда 
пыфотея рядъ сосредоточенныхь силъ или какая-либо сплошная пагрузка. 
При опредфлени полныхъ напряженй по какой-либо площадкВ намъ 
придется лишь суммировать напряжешя отъ отдфльныхъ силъ, вычисляе- 
мыя по ф-ламъ (134), То же самое замфчате относится и къ вычисле- 
вю перемёщен!й. Вычислимь, напримьрь, перемфщетя 2 для точекь 
ограничивающей ‘плоскости въ тоыъ случаф, когда имфется сплошная 
нагрузка. Пусть 4 обозначаеть интенсивность этой нагрузки. Въ такомъ 
случа 94 будетъ нагрузка, приходящаяся на элементарную площадку 4 
и искомое перемфщен!е чи представится интеграломъ; 


_ 1 Азы [948 
чт т 


(и... (88) 


При чемъ ннтегрирован!е должно быть распроетраненно на всю 38- 
груженпую часть ограничивающей плоскости. * — обозпалаеть перемфп- 
ное разстояние отъ различныхь точекъ загруженнаго участка ло той 
точки, перемфщеге которой мы равыскиваемъ. 


Замфтимъ, что ф-ла (138) даеть конечныя значеня перемфщеня и 
но только для удапенныхь точекъ ограничивающей плоскости, по также 
п для точекъ загружелнаго участка. 


$ 65. бжате упругижъ тёлъ. 


Имфя оредотва вычислять напряжоня и деформации, возникаюниуя въ 
упругомъ тЬлф, ограниченномь плескостью, мы можемъ подойти къ рЪ- 
шенйю весьма важной задачи ‘9 распредфлеви напряженёй у мфета со- 
прикасаня двухъ прижимаемыхь другъ шъ другу упругихь тЬлъ. 

Пусть два твла Ти П (черт. 92) касаются друсъ друга въ точк О. 
Плоскость ММ, касательную въ этой точ къ обопмъ тбламъ, примемъ 
за плоскость 2у, & ось 2 ‘направимь перпендику- 
лярно къ ММ. 

Черезъ 2, обозначимъ направлен!е ‘внутрь т®ла Г | 
и черезъ 2, прямо противоположное направлен!е. 
Если одно`тВло нажать-на другое, то у точка ка- 
сашя О произойдеть вдавливане тёль другь въ 
друга и вмфсто одной точки касая мы получим 
которую зовертность сопринасалия. РазмБры этой 
поверхности будемъ считать малыми по сравнению 
съ разыфрами сжимаемыхь тлъ. Въ такомь случа 
при вычислент напражевнй и деформашй можно Черл. 98. 
будеть пользоваться ф-ами предыдущаго параграфа, 
выведенными для твль, ограниченныхь плоскостью. Особый нрак- 
тичесюй интересь представляеть вопросъ о. распредфлени давленй по 
поверхности соприкасаяя, 

Предположим», что до деформащи ур-4я поверхностей соприкасаю- 
щихся тёль у точки касашя О предетавлены ур-ями! 

и я) = фУ:.-.-: @ 

Предетавимь с00% ф-ш {, (2, у) и р (2, У) разложенными въ ряхы 
по возрастающимь степенямь % и 9. Рады эти не будуть заключать по- 
стояннаго члена ‘и чденовъ 6ъ первыми степенями и у т. к. въ .на- 
481$ координать д ==0 и плоскость #у касательна къ обфимъ поверх- 
ностямъ. Первыми членами въ разложешяхь ф-Ш }, и`/, будуть члелы 

. втброй степени относительно 2 и’у. и потому отбрасывая. вов члены 
высшихъ степеней мы ‚будемъ. имёть 


=’ + аду в 


, на. ® 
2 =: ВА -- Ву -- 3 . . 


Тахпиъ образомь вблизи точки касашя поверхности сжпмаеныхь 
тьль могуть быть замфпепы ифкоторыми поверхностями второй стопени. 

Если взять па плосности ММ у точки каемйя какую-либо точку 
«ъ координатами и у, то соотвфтствующео разстояше между поверх- 
ностями тёль Ги ПШ, считая но перпендикуляру къ ММ, представится 
па основали ($) такт: 


(а: в] зу --,....@ 


д -Н 2 == (1 


т. е. всф точки плоскости №№, которымъ соотвфтствуеть какое-либо 
постоянное зпачене 2, +2, лежать на одпомъ эллипев, опредфляемомъ 
ур-емъ (е). Всегда можно коордипатпыя оси х и у повернуть токь, 
чтобы въ ур-м (с) членъ, зммцочелющИй произведен!е ду, пропалъ. ‘Гогла, 
будемъ имВть 

да НР +: ::... 
ТВТ: И 1. постоянныя неличпиа, зависящя отъ очертаня и взапмпаго 
расположешя соприкасающихея тфлъ, 

Возьмемь у точки касашя О иа поверхпостяхь тБль Ги П ивй с0- 
отвфтствующия точки, "Тогда 2, 1-2, будетъ представлять разстояще 
между этими точками до деформащи. При сжати памфченныя точки 
сначала сближелотся до совпадешя, & дальше начинается въ этомъ м1 
ств вдавливале одпого твла въ другое. Обозначимь черезъ и, и в, пе- 
ремфщеНя взятыхъ иами точекъ въ паправлеши осей 2, и 2, при ука- 
занномъ вдавливаши. Черезь я обозначимъ сбаижеще тфлъ, при чемь 
подъ сближешемъ будемъ подразумфвать умепьшеп!е разетояня между 
двумя точками, ложащими на ослхъ 2, и 2, и весьма удаленными оть 
точки касаия О. Въ такомь случа очевидно, что для каждой пары ео- 
отвфтствующихь точекъ имфеть мфето соотнощев!е: 


аа =а. 
Сяфдовательно 
0-0 = а — 1 у... - (139) 


Воспользуемся для поремщевй % из, ф-ой (133). Г. к. сжимаемыя 
трла могуть обладать различными упругими свойствами, то въ указанной 
ф-иь упрупя постоянпыя возьмемь разныыи и для упрощеня письма 
введемъ обозначения: 

2 ь. Ма 
Фе, О, 2) о ара бен) = 


тогда ур-е (139) перешииется такъ 


(+ А) .... (39) 
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Здфсь, очевидно, 9 обозпачаеть интенсивность давленй, возникаю- 
щихъ при сжатш по поверхпости соприкасмия. 

Если памъ задашь виду поверхностей тфяь Ги П у точви касалия, 
то изъ геомотрическихь соображешй найдемъ постояиныя воличины 
Ти 1 входяния въ правую часть ур-я (139'). Задача сводится въ 
отысцанно такого закопа распредфлешя давлонй 4, при которомъ будеть 
удовлетворено ур-е (135'). Мы ограничимся здфеь раземотрыщемь про- 
стЫыпей задали, когда 1: = 1: == 7. Въ этомъ случа поверхность 
соприкасашя имфеть круговой коптуръ и ур-ю (139') напишотся такъ: 


вы [а не, . (139) 
ТАБ р = ИУ и продставляеть собой разстоят!е разсматриваемой 
точки оть пачала коордппать 0. 

Опредфлеию козффишента 7 въ каждомь частиомъ случа можеть 
быть выполнено безъ всякихъь затрудиенй. Возьмемь, папримрь, случай 
сжал двухь шаровъ различпыхь радусовь В; и В, (черт. 03). Изь 
геометрическихт соображеш заключаемт, что 


# (28, — 2). 


вв, А, — 5) 


Отвуда, пренебрегая малыми высшаго по- 
рядка, паходимъ: 


Для случая вдавливашя шара въ плоскость (черт. 54} пужно поло- 
ЖИТЬ 


В, =, 
слфдовательто 
1 
т Эд. 


При вдавливаши шара въ шаровое ‚углублото (черт. 95) нужно счи- 
таль А, отрицательным, 


слЪдовательно 


Возвратимся теперь къ ур-ю (139") к покажемь премъ, которымь 
мы будемъ пользоваться прп вычислени интеграла: 


Чар. 94. Чорг. 95. зГерт, 96, 


Пусть уин—контуръ той площадки (черт. 96), по которой распре- 
дьляется давлеще 4. Возьмемь точку 4, дня которой зужно вычислить 
интеграль 2, вн контура ии. При вычислени придется нагрузку, 
приходящуюся на каждый элементь площади зия, дфлить па разстояе 
разсматриваемаго элемента 43 отъ точки 4 и полученные такимъ обра- 
зомъ результаты суммировать. Суммироваве должио быть распростра- 
нено на вс элементы площади лит, Для упрощеня вычислешй пред- 
ставимь с0б%, что въ каждой точкЗ площади т по перпендикуляру къ 
площади отложенъ отр®зокъ, пропорщональный соотвФтствующей интея- 
сивности нагрузки 4. Жонцы этихь отрзковь расположатся на, нёкоторой 
поверхности, характеризующей законъ распредфленя давлений 4. Если 
черезь 4 провести плоскость перпендикулярную къ площади жи» 10 
лин!я нересфченя этой плоскости съ построенной нами поверхностью 
{на чертежф линя эта представлена въ совыфщенномъ вид пунктирной 
лин!ей) характеризуеть законъ распредЪлен:я давлений вдоль прямой АВ 
{АВ предотавляеть собой сфчешс проведенной черезъ 4 плоскости въ 
площадью ит). Линями АВ и АС и дугами круговъ съ радусами 
гих а» выдфлимъ изъ площади эми элементь 


@8 = гаф а". 
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Ириходящаяся па этоть злементь нагрузка равна 
47 @ф 4" == вр’ в 4. 

Злфсь терезь & мы обозначили соотвфтствующую орданату построен- 
ной нами надъ площадью 3 поверхности, черезъ с обозначен к0эф- 
фященть пропорщональности, на который приходится множить ординаты 
поверхности для полученя соотвётетвующей интепсивности нагрузки 4. 

Соберемъ всв элементы площади ими, лежалуе между прямыми АВ 
и 40. Для нихъ 
ха 4 с" Фр а 
у" ут То асе. Рае .. (140) 


7 : 


Здвсь черезь №. обозначена заштрихованная на чертеж площадь 
между пунктирной линей и прямой АВ. 


Для вычисленйя интеграла 
И а 


придется суммировать элементы вида (140), давая углу ф всВ зналешя 
въ предблахъ между крайними касательными Ай и 47. Полученное 
выше. равенство (140} сохраняеть силу и въ 
тоиъ случаф, когда точка 4 будеть взята 
внутри площади #т (черт. 97). Чтобы со- 


брать всф элементы площади ми, придется 8 
въ данномь случав мбнять ф въ предёлахъь 
оть 0 до т. Ай е 


ПослВ этихь предварительныхь замёча- 
эй перейлемъ къ разысканио распредфленя 
давленй 9 въ томъ случаВ, когда поверх- 
ность соприкасатя имфетъ круговой контурз. 
Распредфлеве давленй будеть симметрично Черт, 97. 
относительно начала координать и. 4 пред- 
ставится фей только р. Ф-1я эта должна быть подобрана такимъ обра- 
зом, чтобы было выполнено услове (189/). 

Цокажемъ, тто этому можно удовлетворить, допустивъ, что давлене 
въ любой точкВ поверхности соприкасашя пропорцюнально ординатв 
полусферы, построенной на поверхности соприкасаня. Обозначимь че- 
резъ @ радёусъ. контура поверхности соприкасаня (черт, 98) и черезъ 4 
интенсивноеть давленя въ точкВ 0. Коэффищенть пропортональности с, 
которымъ мы пользуемся при построени полусферы, опредфлится изъ 
условля: 

4 — 90, 
6. П. Твноженко, 15 


откуда 


ИМЪ 
Выч ис. Г 44 


для какой либо точни А въ разетоящи р оть начала координать 0. 
Это, какь выше было показано, равносильно 
вычислению интеграла: 


Здьсь Ё — площадь полукруга, указан- 
наго на чертеж пунитиромь, Она очевидно 
будеть фей угла $. 

Рамусь з полукруга опредлится изъ 
‚ Черт. 98. усяовя 


= — р’ 5 ©. 


Слздовалельно 


= (@* — рези +); 


Такимь образомь мы получаемь 


те -ьт :/ р) а 


й 
д а. м? 
Ч Ге ре зий 9) во и (241 — р"). 
О] 


Вотавляя этоть результать въ ур (189"), вайдемъ: 


о + №) 9 а (2 —р') =а— тр". 


Отсюда заключаемъ 


2 — 


Величина 4, можегь быть опредфлена изь того условия, что сумма 
всфхь давлешй по поверхности соприкасашя должиа равняться той 
сияв Р, съ которой вла Ги П нажаты другь ка друга. Принимая во 
внимаше принятый законъ распредфлея давленй, получаем: 

а & = зы па? == Р, 
откуха зР 
ая 
т. е. интенсивность давлешя въ центр поверхности соприкасашя ве 
полтора раза превосходить среднее значеше давлеши. 

Вставляя % и 1 въ выражешя (141), получаемь для а—-радуса 
контура поверхности соприкасамя м а-—оближешя тфль Ги П при 
сжатия сльдующуя значены: 


3% 
а=д, и) Р. 


Въ сяузаф сжаля двухь шаровт, имфощихь редуеы Я, и В,, по- 


лучаемъ: р: 
Т= ЗА, 

_/Ра-ЬЕ, ПРЕ =.) ао 

ы ча) "=" т, 0 


Для шаровь, изготовленныхь изъ одного матерала, положивъ 
= 0,3, 
найдемъ: 


Для величины наибольшюго’ давлеюя въ центр» поверхности сопри- 
касашя получаемь яначене: 


3з р [ВВ 
фа = 0,388 Уве ( :) ... (44) 


Въ случаф влавливашя шара въ плоскость, нужно въ предыдущихь 
ф-ахь положить одинь изъ радусовъ; напримфрь В, равнымъ безко- 
нечности, Тогда будемъ имфть: 


р И . 
а—= 1109 И": =. 1. :..(8) 
: 


15% 
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Изь послёдней ф-лы видно, ‘что при постоянномъ значенща макси- 
мальнаго давлешя 9, сжимающия силы для различныхь таровъ, изго- 
товленныхь изъ одного и того же матерала, будуть относиться между 
собой какъ квадраты соотвётетвующихь радтусовъ и величина 


остается постоянной. Каждому значеню 9% легко находамъ соотв#тствую- 
щее значене сжимающей силы, отнесенной къ единиц площади да- 
метральнаго сВчешя, 
Опыты 1) показывають, что для шариковъ изь лучшей закаленной 
стали можно допустить 
Р = 504 ва, 


тдф 4-—даметрь шарика въ саитиметрахь, Такому значению Л соотвфт- 
ствуеть давлене 4, == 37450 Ев/еш” *). 

Мы раземотрёли задачу о сжати упругихъ тВль въ томъ предполо- 
жеши, что поверхность соприкаслия имфеть круговой контурь, Намф- 
ченный путь рёшеня примфнимь и въ боле общемъ случай, когда по- 
верхность соприкасаня имфеть эллиптичесый контурь съ полуосями-а 
и $. Наиболыпее давлеше 9 и вь этомъ случа получается въ начал 
коорданать 0 и въ 1,5 раза превосходить среднее значене давленй, 
слфдовательно . 

3 Р 
® = 5 да5' 

Давлене 4 въ любой точ поверхности соприкасашя будеть яро- 
порщюнально соотвфтствующей ординат поверхности эллилеонда, имзю- 
щато своииъ даметральнымь сВчешемъ поверхность соприкасаня, Выра- 
жеше для этого давлешя напишетея такь; 

Зи 


Зв 1 мм. 


< 


Здьсь с и у координаты точки, нь которой относится давлеше 4. 
Увеличивая полуось @ эллипса соприкасаня, Неги пришель въ пре- 


2) Зечьесь, 7. а. Уеф. 4, ла. 1901 стр, 78, Зовзуштнце, 2. 4. Чет. 4. Та, 1901 т. 
стр. 882, 

2) Подробное равсмотрёте изправон у мфоте сопринасвшя шеровъ и поре- 
чень ииторалуры, относлщенся въ сжато шаров, имфетоя въ реботв А. Н. Дия. 
ника. Ом. Изв. ЗЦор. поп. инст. 1909 г. Сы, танне М. Т. Нафег, Ани, 4. РНуз, 1 
168 — 168, 1904 г. В, Расва, Рьув. Иейвойт. 14, 1282 огр. 1918 х. М. 0, Набег. и 
8, Росьз, РВуз, Рейкойт, 16, 1914 т; отр, 908, 
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дЪдв къ сжатю цилондровъ еъ параллельными образующими, Вифсто 
залицса въ этомь случаФ получается полоска соприкасайя шириною 9, 
Для $ Неге нашель такое выражен: 


’ ВВ 
У д. еее № (146) 


ЗдЪеь черезь Р! обозначена величина сжимающей силы, приходящейся 
на единицу длины цилиндровъ. А, и А, — рамусы сжимаемыхь цилин- 
дловъ. Величина наибольшаго давлении опредёлится такой ф-ой; 


а, 04) 


Полагая одинь изъ радусовь равнымъ безконечности, мы придемь къ 
случаю сжамя цилиндра и плоскости. Ф-лы для 6 и 4, напишутся въ 


этомъ случа такъ: 
1,52 УЕ .В 


РЕ 
4 = 0,418 —в- 


ель, 48) 


На практик съ подобной задачей приходится встрёчаться при ра- 
счет катковъ моетовыхь опоръ. Размёры стальныхь катковь намфчають 
обыкновенно такимъ обравомь, чтобы максимальное давлеше 4, опредф- 
ляемое по ф-лф (148) не превосходило 7000 11. /ст.? 


$ 66. Тенловыя напряженя. 


Если тЪло подвергать неравном рному нагрёванйю, то соотв®тетвую- 
пя такому нагрёвано деформащи отдфльныхь элементовь не могуть. 
вообще` говоря, совершаться свободно, — имь будуть препятствовать со- 
сфдне элементы, и при этомъ возникнуть напряженя, распредфлетше ко- 
торыхъ по объему тёла будеть зависЪть отъ распредфлешя температуры. 
Мы разсмотримъ здфеь, въ качеств примфра, проетБйшую задачу, когда 
распредфлен!е температуры имфегь ось симметри, Въ такомъ случа с0- 
отвётетвующия папряжевя и деформацщи распредёлятся симметрично 
относительно той же оси и дифференшальныя ур-я равновфс!я прюбрф- 
тають особенно простой видъ, 

Пуеть $ обозначаеть перемфнную температуру, отсчитываемую оть 
нёкотораго начальнаго состолвя тфла и х пастоянный коэффищенть ли- 
нейнато расширев!я матераяа: Въ. такомъ случа велфдетые нагрёваня 
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ДО температуры $ каждый элементь тфла при условзи свободнаго расли- 
ренгя получиль бы равномВрпое удлипене по всфмъ направленямт, и мы 
иыфли бы: 


61, = ие, = 9, 


Овободному растиренно будуть препятствовать сосбдне элементы трла, 
К м 
Появятся напраженя 7", 00, 22 и а, которыя въ свою очередь вызо- 
вуть деформади: 
Е в" е! ей! 
то ФИ И 6". 


Въ такомъ случаз полныя деформащи представятся такъ: 


в. = ар е",; во = а 6; 6, = а 0; в, = 6... 


Вставляя вмфето полныхь деформащй ихъ выраженя черезъ перем щешя 


(103), найдемъ для деформаций е"„,. , ., обусловленныхь напраженями, 
тая выражения: 
ди % дю 
в", = я 55 о # 5 @., 2 — % 
‚ © 
00 ‘ 
=, 9 


Пользуясь извВотными зазисимостями (28) между напряжен]ями и де- 
формащями и сохраняя для объемнато распиреня прежнее обозначеше: 


5—% и, 0 
Нитра, 


Получимъ для напряженй зналеня: 


= 9+ 2 (5% — м) 9 


36 — 8 2 (: — =} — 34 
ее ь @) 
— дю 
2 = № 3 | а) — 344 
ем 
а дк 


Ветавляя ихь въ ур4я равновёая (102), придемь къ такимь урямы 


9$ 9% 9 [9% ги 9! 
о авы (+) (Зи + Заз, =0 


- © 
9$ 9% 90 1 % 
ея ва вт м А-а =0 
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Ршимь поставленную выше задачу въ простфйшемъ предноложени, 
Допустимь, что тбло имфеть форму весьма длиинаго кругового цилиидра 
и температура въ любой точкё этого цилиндра зависняъ лишь отъ раз- 
стон г этой точки до оби цилиндра. 

Вь такомъ случа ращальныя перемёщешя * будуть одинаковы во 
вовхъ поперечныхь сфченяхь цилиндра, удаленныхь оть концовъ, и мы 
можемь положить: 

ди ди 
р = р = 4, 
тд 4, неопредёленная пока постоянная величина: 

При сдБланныхь допущетяхь второе изъ ур-Ёй (с) будеть удовлетво- 

репо, первое же можеть быть представлено въ такомъ вид: 


и [2 
т +3 ето (©) 


Если распредёленше температуры извфетно и # задано, какъ ифкото- 
рая ф-я отъ 7, то мы безъ затрудневя каходимъ изъ полученнаго ур-4я 
перемВщевя #, а дальше при поередствв зависимостей ($) опредляемъ 
и соотвётствующя напряженя. 

Произвольныя постоянныя, входлийя въ выражешя для и из ко- 
нечно должны быть опредЁлены такъ, чтобы были удовлетворены усломя 
на поверхности. 

Возьмемъ установившееся распредфлен!е температуры. Въ такомъ слу- 
зав ф-Ыя # должна удовлетворять ур-ю; 

2 о р. 
=... : (@) 


При сдфланныхь выше прэдположетяхь относительно &, ур-1е (4) въ 
полярныхь коорхинатахь напишется такимъ образомъ: 


май 
9, еб — 


откуда 


На. еее. (6) 


Предположимъ, что мы имфемъ дёло съ пилиндромъ полымъ внутри. 
Пусть 2, и", внутреный и наружный радусы цилиндра, $ и # с00т- 
вствующя температуры на ‘ограничивающихь поверхностяхь. Чтобы 
рышен!е (е) удовлетворяяо условямъ на поверхности; нужно положить: 


= 9-4; =", + а 


> 
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Ветавляя найденное выше значеше # въ ур-е (6'), получим для рад!аль- 
ныхь перемфщенйй выражене; 


оз (г а вет, 
== = (и за ь, 


Новыя произвольныя постоянныя должны быть подобраны такъ, чтобы 
радальныя напряжения 7 обращались въ нуль на наружной и внутрен- 
ней поверхностяхь, тавь какъ мы разыскиваемь напряженя, возникающя 
въ Цилиндрь, при отеутетти внфшнихь силь. 

Произведл соотвфтствующия преобразовайя, мы въ заключен при- 
ходимь къ тавимъь выражешямь для напряженй '): 


ЗА 2.) а (7 —^” ой. , :) 
т — о 
в (3-2) Г’ — об 
а", (@, +9). 
= 26 2), А = А: РИ 2 “ 
Ар 80-нв) п-т  40--Ю ПЗб-ь а 


Въ выражене для напряженй 22 ВХОДИТЬ произвольная постоянная @,, 
которая должна быть опредфлена изъ условй на концахь цилиндра. 
Если концы закрфилены и не могуть перемфщаться при изыфнейи 
температуры дилтиндра, то Я. должно обралцаться въ нуль. При свобод- 
ныхь вовцахь напряжешя 2 по концевымъ поперечнымь сбчешямь 
цилиндра должны равняться нулю. Изъ полученнаго выше рётевя (7) 
легко видфть, что точно выполнить услошя на свободныхь концахь 
цилиндра мы не можемъ и остается поступить такъ, какъ. это мы „дЬлали 
при раземотрёви изгиба и крученя призматическихь стержней. Мы 
подберемь произвольную постоянную 4; такъ, чтобы совокупность вебхъ 
усияй, приложенныхь по концаиъ, представляла, систему взаимно уравно- 
вфшивающихся силь, т. в. чтобы было выполнено услозуе: 


[в=0, 


1) бы. РЕрр, Тесымвове МосиьзнЕ Ва, У (1907 г.) отр 849. 
Сы, такое, А Тест, Рф Е Май. п: РЬув, 1906 г, В. Готери, Рай, д. Уз. 
аопёвсв, Тид. 1907 г, огр. 148. 
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Здфеь интегрироваше должно быть распространено ка всю площадь 
поперечнаго сфчешя. 

Пря найденномь такимъ путемъ значеши постолнной @, у насъ, 
конечно, не будуть въ точности удовлетворены услошял на концахь, но 
на основаши принципа 5. Уепапеа можно утверждать, что въ нфкото- 
ромь удалеши отъ концов, найденныя рЁшевя ({) съ достаточной 
точностью представяяють распредвлене капряженй, соотвфтотвующихь 
принятому распредфленю температуры. 

При расчетахь главное значене имбеть величина наибольших на- 
пряженй. Оказывается, что при свободныхь концахь цилиндра эти 
наиболышя напряженя соотвфтетвують напряжешямь, 22 и 06 на наруж- 
ной и внугреныей поверхностяхь цилинира и могуть быть опредёлены 
изъ такихь простыхь ф-ль: 


ЗА 
РА 
2 3-9 
22 == В 


Эти ф-лы могуть быть еще упрощены, если толщину стЁнки цилиндра 


равную 
А =#, — % 


считать малой по сравнению съ ереднимъ ражуеомъ стЬнки 


тв 


в--5 


Въ такомъ случаЪ, отбрасывая малыя высшихь порядковъ, получимъ 
для наибольшихь напряжешй тая ф-лы: 


щи = 2 (3-2 20) "И 
> | С ав, 2.й 
Е 5 а&—&} ( = 5) х 
ити 2..8 +3 | о м 
в=и= е = вю &и—&) (; 5) 


Толщина цилиндрической стёнки; какъ видно, не оказываеть боль- 
шого вщяв!я на величину наибольшихь напряженй и мы можемъ счи- 
тать эти напряжешя пропорщональными ‘разности внутренней и наруж- 
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ной температур. Но такъ какъ эта разность обыкновенно бываеть тёмь 
большей, ч5мъ больше толщина стфнки, то п тепяовыя напряженя въ 
толстостВнныхь трубкахъ достигають большихь значенй, чфмъ въ труб- 
захь съ тонкими стВиками. 
Въ качеств® примфровъ приводимъ слфдующуе численные результати '). 
а) Полагая для литого желфза 


1 
а=0,000011; № = 8.10 &в/еш”; в == з, 
найдемъ, пренебрегая вляшенъ толщины стёнки, такую ф-лу для вели- 
чины наибольшихь напряжений: 
©)... = @2.м 18а ®— 5). 


сли ® > й, мы будемь имфть снаружи растягивающя и внутри 
сжимающя напряженя. Разности температурь въ 100? соотнфтетвуеть 
напряжеще въ 1630 а/с”. 

Ъ) Возьмемь теперь цилиндрь изз литой стали *), для которой 


а = 0.000011, += 8,5.10° сш, в = ре 


Положимь 
= 3,5 ем., =; = 10,5 см., 


сл5довательно 


Ф-лы № дають въ этомъ случа для наибольшихь растягивающихь 
и наибольтихь сжимающихь напряжен!Й значен1я (предполагавмь & <#) 


бы = (0). = -- 8 4—8) 
аи ыы (9) == АЗЫ) 


При разности тенпературь въ 50? наибольшя растягивающя и наи- 
болышя сжимающя напряжеюя имзють соотвфтственно значеня: 


— 1145 Ю8/сш и — 565 Мет”. 


Замфтимь, что приближенный ф-лы №, могуть быть примфнены 
также къ опредфленно напряженй, возникающихь въ фабричныхь дымо- 
выхь трубахь. Эти напряженя приходится суммировать съ напряженщями, 
вызываемыим вифшними силами, напримръ давлешемь вётра. Подтому 


2) См, Н. Погапя, Тесфлнесье Иввниныз-евго, 1918 г. отр. 591. 
=) Поный поршневой штокь гозоваго двигаленя, 
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ло время работы дымовыя трубы оказываются менфе прочными въ отно- 
цюши сопротивленя боковымъ вифшним» усилямъ 


$ 67. Скручиване стержней перемфниаго обченя. 


Предположим, что стержень, имфюций форму тёла вращешя, скру- 
чиваетея парами, силь, приложенными по концамь. При опредфлеши 
напряженй будемъ пользоваться тёмь же полуобратнымиз мегодомъ, 
которому мы слёдовали при изучени крузеня призматическяхь стержней, 
Въ случаЪ круглыхъь стержней мы удовлетворили вебмъ ур-ямъ теория 
упругости, сдфлавъ допущев!е, что при кручеши поперечныя сёчешя 
стержня остаются плоскими и лить новорачиваются одно относительно 
другого, при чемъ радусы сЪченя не искривляютея. Для не круглыхъ 
призматическихь стержней деформаши при кручеи представились въ 
болфе сложвомъ вид. Кром поворачивая очен нужно было при- 
нять во внимане и ихь искривлене, соотвётствующее перемфщенямъ 
точекь софчешя въ направлевши оси стержня. 

Покажемъ, что въ сяуча® стержней, имфющихь форму тфла вращеня, 
мы удовлетворимъ всфиъь ур4ямъ тооми упругости, предположивь, что 
круговыя поперечныя сфченя остаются при крученм плоскими. Въ от- 
личе оть того, что мы имфли для круглыхь цилиндрическихь стержней 
нужно линть допуетить возможность искривлешя радлусовъ поперечнаго 
ебченя. 

Сохраняя обоаначеня, которыми мы пользовались при раземотрёни 
деформащй симметричныхь относительно оси, и направляя ось 2 по оси 
скрузиваемаго стержня, положимъ: 


и =ю = 0. 


Что касается перемфщешя 9, то оно представляется неизвфетной 
нока ф-ей отъ ии #. 

Одвлавъ такое предположене относительно ‘перемёщенй, мы на 
основанш (103) заключаемь, что’ отличными оть нуля будуть лишь 


деформации; 


9% 9 9/9) 9 
(7) 


Е = =]; @ = ы 
о” ми Че да 


Для составляющихь напряженя получаемь значеня: 
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Изъ ур-й системы (102) намь остается удовлетворить лишь ур-цо: 


90 0 28 


еее Тр = 0, еее - (6) 
которое можеть быть представлено въ такомъ ви; 
ду 49 (еб 
я 0) = зд ба) = бен. . (6) 
Очевидно мы этому ур-Шю удовлегворимъ, положивъ *): 
9. р. 
—*: 1! 0 = = Е 


Здфсь - неизвфотная пока ф-я папряженИ оз перемфнныхь гиг. 
На основанш услов!Й (@) закнючаемъ: 


Я) --# 
9-е - #1 


ВР 05 1 


Чтобы были удовлетворены оба эти условя, ф-я Ф должна, очевидно, 
‘удовлетворять ур-ю: 


9 [1 % 9 [1 4$ 
ии =6 
которое можеть быть представлено въ такомъ видЪ: 


99309,08 


бен @ 


Веря для ф различныя рёщешя ур-я (4), будемъ получать различ- 
ныя раснредфненя ‘напряжен!, возможныя въ скручиваемомь стержяь, 
имвющемь, форму тёна вращеютя. Для выбора опредфленнаго рёшеня 
необходимо задатёся усновями на поверхности. Предноложимт, что стер- 
щень скручивается силами, приложенными по концевымь поперечнымь 
сзченамъ и боковая поверхность его свободна оть всякихь услшй. Въ 


2) Общее рышен!е задачи о кручевши стержней, пмфющихь форму тфль вра- 
щен, получено впервые Маспе!Ремь. См. Ргос, Гоп4. Маёв. Зос. 1899 г. Море 
пветь при эюмь ф-Но напряжевй $, ноторой мы и пользуемся въ нашемь изио- 
зненш, Дольньйшая разроботка этой задачи дринадиенеить 4. ЕбррРю. См. Зее. 
Ъеттоьёе &. МипсВелег Акафение. Сы. также его Тесриноне Месъали: Ва, Б отр. МТ 
1905 г. Ом. тавже А. Ч. Диннивь Ивв. Донского политехн. 1918 г. 
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такомъ случаВ третье изъ ур-й (101) дасть намъ на боковой поверх- 
ности такое условие: 


77 ед (ив) +02 003 (29) = 0 ее ене - (@} 


Кь тому же условю мы можемъ придти и инымъ путемъ. Возьмем 
даметральное сфчеше стержия (черт. 99), и какую либо точку 4 на 


контур этого сёчешя. Пусть а составляюнуя касательнаго на- 
пряжеюя, дЪйствующаго вЪ этой точк 
по площади, совпадающей съ даметраль- 
пой плоскостью. Если боковая поверхность 
стержня свободна оть усишй, то очевидно 
касательное напряжеше въ .4 должно имфть 
паправлен!е касательной къ мерищану. 3а- 
ключен!е это совцадаеть съ условемъ (6) и 
мы его можемь записать такъ: 


— 9$ 

4’ 78 98 
Г >В ПВА ый Черт. 90. 

д" 


Обозначая черезъ 48 элемепть дуги мерищана, можемъ представить 
услове (7) въ такомь видф: 

до д" 

9+ 95 


Откуда заключаемъ, что на поверхности стержЕя 


9 о, 


ив = 


ф = 0. еее ееннее , (1) 


Если задано ур-е меридональнаго сёченя стержня, то услов!е [2 
ини (1“) совыбстно съ ур-емъ (4) вполнф опредфляють ф-ю <, & слё- 
довательно и распредёлене напряжешй въ скручивае- р 
момъ стержнф. При отыскан!и. частныхь рёшенй проще 
идти обратнымь путемь, задаваться различными рёте- 
шями урля (4) и потомь изъ услошя (Г) находить ур-е 
мерижональнаго сфченя соотвфтетвующаго стержня. 

Возьмемъ, случай коническаго стержея (черт, 100). 
При такомъ очертанш стержня отиотенйе: 

2 


т 2 
(+ 2)? Черт, 100, 


имфетъ на поверхности стержня постоянное значене и всякая ф-1я оть 
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этого отношевя удовлетворнть условшю (/’). Чтобы при этомь било 
удовлетворено и ур-е (8), нужно положить: 


Имя ф-\ю напряженй, дифференцироваемь находимь соотвЪт- 
ствуюлуя напряжения. 
По плоскости поперечнаго сВчешя стержня будуть дЬйетвовать ка- 


сательныя напряжешя: 


Постоянная 4 найдется изь того условя, что касательныя напря- 


о : 
жешя бё должны по плоскости поперечнаго сёчешя приводиться кь 
пар сижь, равной скручивающему моменту М. 
Сльдовательно: 


И по 
и= [‘э=" ва. тая 2" |= ( ое) = 2 ($. —%): 
ы ы 


Вставяля сюда вифсто ф его виалеше (9) для даннаго случая, най- 
демъ соотвётетвующее значене А. 

Погда напряжен!я найдены, перембщевше © можеть быть опредёлено 
изь ур-й (4). 

Въ случаЪ коническаго стержня 


откуда интегрирован!емъ находимъ: 


4 


= —-— . 


8 


Зр (0-27) 


Полученное переиёщене не представляется линейной фчей оть , 
кашь мы имёли въ случа кручешя круглыхъ цилиндрическихь стбржней, 
и радусы поперечныхь сбчетй при скруниванш будуть искривяяться, 
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При расчетахъ валовъ перемфинаго ефченя приходитея имфть дьло 
сь очень рфзкими измёнешями радуса поперечнаго сфчотя. Въ такомь 
случа аналитический слособъ рыпенл задали, паифченный выше, пред- 
ставляеть огромныя затруднешя и задачу приходится рБталь прибли- 
женными способами '). Результаты отихь приближенныхь рен при- 
ведены въ нашемъ курсё сопротивленя матерьяловъ *). 


2} Графичесвй молодь рЬшеня этой авдачи равработаях зв няхереоной отазьь 
А. УНетуа. Ом. Ден, 2-Мыь. п. РЫув, 1. 56 (1907 г). 
2) Ом. Сопротивиен!е матерьяловь, 9-06 над. ет. 9. 


